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Äquivalenzrelation:

◮ Reflexiv: g ≡ g (mod f ), da g − g = 0 = 0 · f
.

: f

◮ Symmetrisch: ist g ≡ h (mod f ), so ist g − h = q · f , so ist
h − g = −q · f , so ist h ≡ g (mod f ).

◮ Transitiv: Ist g − h = q1 · f und h − e = q2 · f , so ist
g − e = (q1 + q2) · f ,



Bemerkung: Die Relation ≡ (mod f ) auf K[x ] ist eine
Äquivalenzrelation:

◮ Reflexiv: g ≡ g (mod f ), da g − g = 0 = 0 · f
.

: f

◮ Symmetrisch: ist g ≡ h (mod f ), so ist g − h = q · f , so ist
h − g = −q · f , so ist h ≡ g (mod f ).

◮ Transitiv: Ist g − h = q1 · f und h − e = q2 · f , so ist
g − e = (q1 + q2) · f , also q ≡ e (mod f ).



Bemerkung: Die Relation ≡ (mod f ) auf K[x ] ist eine
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◮ Einige Eigenschaften und eine grosse Familie von Bsple (Kn)

◮ Eine Aussage, dass alle Vektorräumen die Vektorräumen aus
der Familie von Bsple sind (bis zum Isomophismen) sind
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über K ist eine abel’sche Gruppe (V ,+) zusammen mit einer Abbildung
• : K × V → V

(•(λ, v) wird λ • v oder sogar λv geschrieben),
sodass für alle λ, µ ∈ K und alle v ,w ∈ V gilt:

(V1) λ(µv) = (λµ)v



Definition

Def 17: Sei (K,+, ·) ein Körper (mit Einselement 1). Ein Vektorraum
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über K ist eine abel’sche Gruppe (V ,+) zusammen mit einer Abbildung
• : K × V → V

(•(λ, v) wird λ • v oder sogar λv geschrieben),
sodass für alle λ, µ ∈ K und alle v ,w ∈ V gilt:

(V1) λ(µv) = (λµ)v (=: λµv)

(V2) (λ + µ)v = (λv) + (µv) (=: λv + µv)

(V3) λ(v + w) = (λv) + (λw) (=: λv + λw)

(V4) 1v = v (, wobei 1 das Einselement von K bezeichnet)

Sprechweisen und Bezeichnungen:
“Punkt vor Strich” λv + µw := (λv) + (µw),



Definition

Def 17: Sei (K,+, ·) ein Körper (mit Einselement 1). Ein Vektorraum
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Beispiele von Vektorräumen: trivialer Vektorraum

Ein K-Vektorraum besteht aus einer abel’schen Gruppe (V ,+) und einer
Abbildung • : K × V → V

Um einen Vektorraum anzugeben, muß man

◮ eine abel’sche Gruppe und die Abbilidung • beschreiben,

◮ und dann beweisen dass die Eigenschaften (V1—V4) erfüllt sind.
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Tatsächlich, λ(µv)

= λ

(

µ

(
xv

yv

))

= λ

(
µxv

µyv

)

=

(
λ(µxv )
λ(µyv )

)

=

(
(λµ)xv

(λµ)yv

)



(V1)

Z.z.: λ(µ v) = (λµ)v .
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Tatsächlich, λ(u + v)=

λ

((
xu

yu

)

+

(
xv

yv

))

= λ

(
xu + xv

xu + yv

)



(V3) und (V4)

(V3) Z.z.: λ (u + v) = λu + λv .
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In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial:



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen
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xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v .



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v .



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt:



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12 Ist λv = ~0,



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12 Ist λv = ~0, so ist λ = 0 oder v = ~0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12 Ist λv = ~0, so ist λ = 0 oder v = ~0.
Beweis.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12 Ist λv = ~0, so ist λ = 0 oder v = ~0.
Beweis. Angenommen λ 6= 0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12 Ist λv = ~0, so ist λ = 0 oder v = ~0.
Beweis. Angenommen λ 6= 0. Z.z.: v = 0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12 Ist λv = ~0, so ist λ = 0 oder v = ~0.
Beweis. Angenommen λ 6= 0. Z.z.: v = 0. Betrachte den Skalar λ−1



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
Lemma 12 Ist λv = ~0, so ist λ = 0 oder v = ~0.
Beweis. Angenommen λ 6= 0. Z.z.: v = 0. Betrachte den Skalar λ−1

(s.d. λ−1λ = 1 ist.



Einfachste Eigenschaften von Vektorräumen

In Lemmata 10, 11, 12 und weiter: K ist stets ein Körper
(1 — Einselement, 0 — neutrales Element bzgl.

”
+“) und V ist ein

K−Vektorraum mit neutralem Element ~0.
Lemma 10 ∀v ∈ V gilt: 0v = ~0.

In K
n ist das Lemma trivial: 0 •

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA =

0BB�0 · x1

.

.

.

0 · xn

1CCA =

0BB�0

.

.

.

0

1CCA = ~0.

Beweis. Da 0 = 0 + 0, ist 0v = (0 + 0)v . Nach (V2) gilt
(0 + 0)v = 0v + 0v . Also gilt 0v = 0v + 0v . Addieren −0v ergibt
~0 = 0v .
Lemma 11 ∀λ ∈ K gilt: λ~0 = ~0. (In K

n ist das Lemma trivial)

Beweis. λ~0
(G2)
= λ(~0 +~0)

V 3
= λ~0 + λ~0. Addieren −λ~0 ergibt ~0 = λ~0.

Umkehrung von Lemmata 10, 11.
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U
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Beweis. Z.z.: (für alle Vektoren u, v und Skalare λ gilt)

(a)
⋂

U∈U
U 6= ∅.

(b) u, v ∈
⋂

U∈U
U ⇒ u + v ∈

⋂

U∈U
U

(c) u ∈
⋂

U∈U
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