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nehmen, wird die Ergebnis nicht geändert.
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· [3] = [9] = [2]

3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Antwort:



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar,



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar, wenn
α0 + 3α1 + 2α2 − α3 − 3α4 − 2α5

+α6 + 3α7 + 2α8 − α9 − 3α10 − 2α11

+... + α6k + 3α6k+1 + 2α6k+2 − α6k+3 − 3α6k+4 − 2α6k+5 + ...

durch 7 Teilbar ist.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar, wenn
α0 + 3α1 + 2α2 − α3 − 3α4 − 2α5

+α6 + 3α7 + 2α8 − α9 − 3α10 − 2α11

+... + α6k + 3α6k+1 + 2α6k+2 − α6k+3 − 3α6k+4 − 2α6k+5 + ...

durch 7 Teilbar ist.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar, wenn
α0 + 3α1 + 2α2 − α3 − 3α4 − 2α5

+α6 + 3α7 + 2α8 − α9 − 3α10 − 2α11

+... + α6k + 3α6k+1 + 2α6k+2 − α6k+3 − 3α6k+4 − 2α6k+5 + ...

durch 7 Teilbar ist.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Bsp.

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar, wenn
α0 + 3α1 + 2α2 − α3 − 3α4 − 2α5

+α6 + 3α7 + 2α8 − α9 − 3α10 − 2α11

+... + α6k + 3α6k+1 + 2α6k+2 − α6k+3 − 3α6k+4 − 2α6k+5 + ...

durch 7 Teilbar ist.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Bsp. 9387480337647754305649 ist
durch 7 teilbar,

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar, wenn
α0 + 3α1 + 2α2 − α3 − 3α4 − 2α5

+α6 + 3α7 + 2α8 − α9 − 3α10 − 2α11

+... + α6k + 3α6k+1 + 2α6k+2 − α6k+3 − 3α6k+4 − 2α6k+5 + ...

durch 7 Teilbar ist.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Bsp. 9387480337647754305649 ist
durch 7 teilbar, weil

1 · 9 + 3 · 4 + 2 · 6 − 1 · 5 − 3 · 0 − 2 · 3
+1 · 4 + 3 · 5 + 2 · 7 − 1 · 7 − 3 · 4 − 2 · 6
+1 · 7 + 3 · 3 + 2 · 3 − 1 · 0 − 3 · 8 − 2 · 4
+1 · 7 + 3 · 8 + 2 · 3− 1 · 9− 3 · 0− 2 · 0

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar, wenn
α0 + 3α1 + 2α2 − α3 − 3α4 − 2α5

+α6 + 3α7 + 2α8 − α9 − 3α10 − 2α11

+... + α6k + 3α6k+1 + 2α6k+2 − α6k+3 − 3α6k+4 − 2α6k+5 + ...

durch 7 Teilbar ist.



Frage: αnαn−1...α0
.

: 7? Ist [αnαn−1...α0] = [0] in Z7?
Ausrechnen 10k in Z7:

k [10k ] in Z7

0 [1]
1 [3]

2 [3]
mod 7

· [3] = [9] = [2]

3 [3]
mod 7

· [2] = [6] = [−1]

4 [3]
mod 7

· [−1] = [−3]

5 [3]
mod 7

· [−3] = [−9] = [−2]

6 [3]
mod 7

· [−2] = [−6] = [1]

.

.

.

.

.

.
6k [1]

6k + 1 [3]
6k + 2 [2]
6k + 3 [−1]
6k + 4 [−3]
6k + 5 [−2]

.

.

.

.

.

.

Bsp. 9387480337647754305649 ist
durch 7 teilbar, weil

1 · 9 + 3 · 4 + 2 · 6 − 1 · 5 − 3 · 0 − 2 · 3
+1 · 4 + 3 · 5 + 2 · 7 − 1 · 7 − 3 · 4 − 2 · 6
+1 · 7 + 3 · 3 + 2 · 3 − 1 · 0 − 3 · 8 − 2 · 4
+1 · 7 + 3 · 8 + 2 · 3− 1 · 9− 3 · 0− 2 · 0
= 42 durch 7 teilbar ist.

Antwort: αn...α0 ist g.d. durch 7 Teilbar, wenn
α0 + 3α1 + 2α2 − α3 − 3α4 − 2α5

+α6 + 3α7 + 2α8 − α9 − 3α10 − 2α11

+... + α6k + 3α6k+1 + 2α6k+2 − α6k+3 − 3α6k+4 − 2α6k+5 + ...

durch 7 Teilbar ist.
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BspAufgabe: Z.z.: 10n + 18n − 1
.
: 27. Umformuleren: Z.z.:

[10n + 18n − 1] = [0] in Z27

Ausrechnen in Z27 :
k [10k ] in Z27
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.
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.

.
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BspAufgabe: Z.z.: 10n + 18n − 1
.
: 27. Umformuleren: Z.z.:

[10n + 18n − 1] = [0] in Z27

Ausrechnen in Z27 :
k [10k ] in Z27

0 [1]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

,

,

.



BspAufgabe: Z.z.: 10n + 18n − 1
.
: 27. Umformuleren: Z.z.:

[10n + 18n − 1] = [0] in Z27

Ausrechnen in Z27 :
k [10k ] in Z27

0 [1]
1 [10]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

,

,

.



BspAufgabe: Z.z.: 10n + 18n − 1
.
: 27. Umformuleren: Z.z.:

[10n + 18n − 1] = [0] in Z27

Ausrechnen in Z27 :
k [10k ] in Z27

0 [1]
1 [10]
2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

,

,

.



BspAufgabe: Z.z.: 10n + 18n − 1
.
: 27. Umformuleren: Z.z.:

[10n + 18n − 1] = [0] in Z27

Ausrechnen in Z27 :
k [10k ] in Z27

0 [1]
1 [10]
2 [100] = [4 · 27 − 8] = [−8]

.
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.

.

.

.
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BspAufgabe: Z.z.: 10n + 18n − 1
.
: 27. Umformuleren: Z.z.:

[10n + 18n − 1] = [0] in Z27

Ausrechnen in Z27 :
k [10k ] in Z27

0 [1]
1 [10]
2 [100] = [4 · 27 − 8] = [−8]

3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

,

,

.



BspAufgabe: Z.z.: 10n + 18n − 1
.
: 27. Umformuleren: Z.z.:

[10n + 18n − 1] = [0] in Z27

Ausrechnen in Z27 :
k [10k ] in Z27

0 [1]
1 [10]
2 [100] = [4 · 27 − 8] = [−8]

3 [10]
mod 27

· [−8] = [−81 + 1] = [1]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

,

,

.
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Multiplikation, so nennt man dieses das Einselement des Ringes (Bez.
1):
∀a ∈ K 1 · a = a · 1 = a.
Ein Ring mit Einselement wird unitärer Ring genannt.
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Multiplikation, so nennt man dieses das Einselement des Ringes (Bez.
1):
∀a ∈ K 1 · a = a · 1 = a.
Ein Ring mit Einselement wird unitärer Ring genannt.
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Multiplikation, so nennt man dieses das Einselement des Ringes (Bez.
1):
∀a ∈ K 1 · a = a · 1 = a.
Ein Ring mit Einselement wird unitärer Ring genannt.
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Def 15 Sei (K,+, ·) ein unitärer kommutativer Ring. Ein x ∈ K heißt
invertierbar, falls ∃y ∈ K so dass yx = 1.
Bsp: 0 ist nie invertierbar.
Lemma 8



Def 14 Besitzt ein Ring (K,+, ·) ein neutrales Element bezüglich der
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Bsp: (R,+, ·), (C,+, ·), (Zq,
mod p

+ ,
mod p
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Bsp: (R,+, ·), (C,+, ·), (Zq,
mod p

+ ,
mod p
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· ) sind unitäre Ringen. (1 in
Zq ist [1]).
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Multiplikation, so nennt man dieses das Einselement des Ringes (Bez.
1):
∀a ∈ K 1 · a = a · 1 = a.
Ein Ring mit Einselement wird unitärer Ring genannt.
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Lemma 9 (K, ·,+) sei ein unitärer kommutativer Ring. Dann ist die
Menge K∗ von invertierbaren Elementen eine abel’sche Gruppe bzgl.

”
·
”

Beweis: Die Menge K∗ ist 6= ∅: tatsächich, 1 ∈ K∗, weil 1 · 1 = 1.
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”
·
”

beschränkt auf K∗ ist wohldefiniert:
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erfüllt:

(G1) ⇐= (R2)

(G2) ⇐= 1 ∈ K∗

(G3) ⇐= Def. 15.
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Die Verknüpfung
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”
·
”

beschränkt auf K∗ ist wohldefiniert:
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(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0).



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt:



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich,



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes:



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0.



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2,



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z,



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).
IS



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).
IS Z.z.:



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).
IS Z.z.: Für alle a, b ∈ Z, a > 0 b > 0, a + b = N + 1



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).
IS Z.z.: Für alle a, b ∈ Z, a > 0 b > 0, a + b = N + 1 gibt es n,m s.d.
na + bm = ggT (a, b).
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(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a
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: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
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Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
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Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).
IS Z.z.: Für alle a, b ∈ Z, a > 0 b > 0, a + b = N + 1 gibt es n,m s.d.
na + bm = ggT (a, b).
Ist a = b, so ist die Aussage offensichlich: 1 · a + 0 · b = ggT (a, b).
Angennomen, a 6= b, oBdA sei a > b.



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).
IS Z.z.: Für alle a, b ∈ Z, a > 0 b > 0, a + b = N + 1 gibt es n,m s.d.
na + bm = ggT (a, b).
Ist a = b, so ist die Aussage offensichlich: 1 · a + 0 · b = ggT (a, b).
Angennomen, a 6= b, oBdA sei a > b. Nach (IV) gibt es n,m1 s.d.

n · (a − b) + m1 · b = ggT (a − b, b)
(∗)
= ggT (a, b).



Def. 16 Seien a, b ∈ Z. Grösster gemeinsamer Teiler von a, b
(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
na + mb = ggT (a, b).
Wir beweisen zuerst: (∗) ggT (a, b) = ggT (a − b, b).
Tatsächlich, a

.

: x und b
.

: x ⇒ a − b
.

: x

k1x = a k2x = b ⇒ (k1 − k2)x = a − b,

also die Menge

von gemeisamen Teiler vom Paar a, b und vom Paar a − b, b sind gleich.
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion nach N := a + b.
IA Falls N = a + b = 2, ist der Satz offensichtlich.
IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
s.d. na + bm = ggT (a, b).
IS Z.z.: Für alle a, b ∈ Z, a > 0 b > 0, a + b = N + 1 gibt es n,m s.d.
na + bm = ggT (a, b).
Ist a = b, so ist die Aussage offensichlich: 1 · a + 0 · b = ggT (a, b).
Angennomen, a 6= b, oBdA sei a > b. Nach (IV) gibt es n,m1 s.d.

n · (a − b) + m1 · b = ggT (a − b, b)
(∗)
= ggT (a, b). Also,

na + (m1 − n1)
︸ ︷︷ ︸
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(Bezeichnung: ggT (a, b) ) ist die grosste Zahl m ∈ N s.d. a

.

: m und
b

.

: m. ggT (a, b) existiert g.d.w. (a, b) 6= (0, 0). Ist ggT (a, b) = 1, so
heißen a und b Teilerfremd.
Satz 18 Seien a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0). Dann gilt: ∃n,m ∈ Z s.d.
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︸ ︷︷ ︸
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IV Angenommen für alle a, b ∈ Z, a > 0, b > 0, a + b ≤ N gibt es n,m
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[a] ∈ K∗ ⇐⇒ ggT (a, q) = 1
Beweis: ⇐= Ist ggT (q, a) = 1, so gibt es nach Satz 18 die Zahlen n,m
mit 1 = m · q + n · a. Dann
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· [a].
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Folgerung In K = Zq mit q ≥ 2 gilt:
[a] ∈ K∗ ⇐⇒ ggT (a, q) = 1
Beweis: ⇐= Ist ggT (q, a) = 1, so gibt es nach Satz 18 die Zahlen n,m
mit 1 = m · q + n · a. Dann

[1] = [m · q + n · a] = [m]
mod q

· [q]
︸︷︷︸

[0]
︸ ︷︷ ︸

= [0] nach Lem. 8

mod q

+ [n]
mod q

· [a] = [n]
mod q

· [a].

Also, [n] ist das inverse Element zu [a].

=⇒: Angenommen, a ∈ K∗,



Folgerung In K = Zq mit q ≥ 2 gilt:
[a] ∈ K∗ ⇐⇒ ggT (a, q) = 1
Beweis: ⇐= Ist ggT (q, a) = 1, so gibt es nach Satz 18 die Zahlen n,m
mit 1 = m · q + n · a. Dann

[1] = [m · q + n · a] = [m]
mod q

· [q]
︸︷︷︸

[0]
︸ ︷︷ ︸

= [0] nach Lem. 8

mod q

+ [n]
mod q

· [a] = [n]
mod q

· [a].

Also, [n] ist das inverse Element zu [a].

=⇒: Angenommen, a ∈ K∗, d.h., ∃n ∈ Z mit [n]
mod q

· [a] = [1].



Folgerung In K = Zq mit q ≥ 2 gilt:
[a] ∈ K∗ ⇐⇒ ggT (a, q) = 1
Beweis: ⇐= Ist ggT (q, a) = 1, so gibt es nach Satz 18 die Zahlen n,m
mit 1 = m · q + n · a. Dann

[1] = [m · q + n · a] = [m]
mod q

· [q]
︸︷︷︸

[0]
︸ ︷︷ ︸

= [0] nach Lem. 8

mod q

+ [n]
mod q

· [a] = [n]
mod q

· [a].

Also, [n] ist das inverse Element zu [a].

=⇒: Angenommen, a ∈ K∗, d.h., ∃n ∈ Z mit [n]
mod q

· [a] = [1]. Dann
ist [n · a] = [1].



Folgerung In K = Zq mit q ≥ 2 gilt:
[a] ∈ K∗ ⇐⇒ ggT (a, q) = 1
Beweis: ⇐= Ist ggT (q, a) = 1, so gibt es nach Satz 18 die Zahlen n,m
mit 1 = m · q + n · a. Dann

[1] = [m · q + n · a] = [m]
mod q

· [q]
︸︷︷︸

[0]
︸ ︷︷ ︸

= [0] nach Lem. 8

mod q

+ [n]
mod q

· [a] = [n]
mod q

· [a].

Also, [n] ist das inverse Element zu [a].

=⇒: Angenommen, a ∈ K∗, d.h., ∃n ∈ Z mit [n]
mod q

· [a] = [1]. Dann
ist [n · a] = [1]. Dann n · a + m · q = 1
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◮ Auch nicht vollständige gelöste Aufgaben werden gewertet. Es gibt
keine “Minus-Punkten”



Punkten

◮ Neben jeder Aufgabe steht Anzahl von Punkten
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Klausuraufgaben

◮ Etwa die Hälfte: veränderte Hausaufgaben

◮ Verständnisaufgaben

◮ Theoretische Aufgaben: Definitionen werden abgefragt. Sätze
werden abgefragt.

◮ Ein Satz aus
{Satz 4, Satz 7, Satz 8, Satz 9, Satz 12 und deren Folgerung}
aus der Vorlesung muß bewiesen werden.
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◮ Ruhig bleiben



Viel Erfolg


