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Äquivalenzrelation

‖
Symmetrische

Reflexive
Transitive
Relation

Satz 12
←−−→

Fast dieselbe wie

Zerlegung

Für eine Untergrup-
pe
H ⊆ G
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bezüglich der Multiplikations [g1] · [g2] := [g1 · g2]. Ferner gilt: ist G
abel’sch, so ist G/H auch abel’sch.
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bezüglich der Multiplikations [g1] · [g2] := [g1 · g2]. Ferner gilt: ist G
abel’sch, so ist G/H auch abel’sch.
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g ′1g
′
2 = h1g1h2g2
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= h1g1h2 g−1

1 g1
︸ ︷︷ ︸

e
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1
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Lemma 6

=⇒ ∃ ein Element (Z.B. a) (den
”
Erzeuger“ der Gruppe), sodass

jedes Element von G eine Potenz von a ist (negative Potenzen sind auch
zugelassen).

Bsp. Endliche zyklische Gruppen, s. Vorl. 3.
Bsp.



Def 12 Eine Gruppe G heißt zyklisch, wenn für a ∈ G gilt 〈a〉 = G .

In Worten: es gibt ein Element a ∈ G , sodass G selbst die einzige
Untergruppe von G ist, die a enthält.
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Lemma 6

=⇒ ∃ ein Element (Z.B. a) (den
”
Erzeuger“ der Gruppe), sodass

jedes Element von G eine Potenz von a ist (negative Potenzen sind auch
zugelassen).

Bsp. Endliche zyklische Gruppen, s. Vorl. 3.
Bsp. (Z,+) ist eine zyklische Gruppe, mit Erzeuger 1 (weil jedes n ∈ Z

ist 1n = 1 + 1 + ...+ 1
︸ ︷︷ ︸

n mal

= n und 1−n = −1 + (−1) + ...+ (−1)
︸ ︷︷ ︸

n mal

= −n .)

Bsp. (qZ,+) ist eine zyklische Gruppe, mit Erzeuger q.
Bsp. (Q,+) (R,+), (R>0, ·), Sn (für n ≥ 2) sind keine zyklische
Gruppen



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.
Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu Z isomorph.



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.
Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu Z isomorph.

Beweis.



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.
Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu Z isomorph.

Beweis. (a) offensichtlich:



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.
Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu Z isomorph.

Beweis. (a) offensichtlich: [1] erzeugt Zq



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.
Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu Z isomorph.

Beweis. (a) offensichtlich: [1] erzeugt Zq (weil [n] = [1] + ...+ [1]
︸ ︷︷ ︸

n Stuck

).



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.
Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu Z isomorph.

Beweis. (a) offensichtlich: [1] erzeugt Zq (weil [n] = [1] + ...+ [1]
︸ ︷︷ ︸

n Stuck

).

(b): Bsp.



Klassifikationssatz für zyklische Gruppen

Satz 16 Es gilt:

(a) Zq ist zyklisch

(b) Zq hat genau q Elementen [0], [1], ..., [q − 1]

(c) Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zur Gruppe Zq isomorph.
Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu Z isomorph.

Beweis. (a) offensichtlich: [1] erzeugt Zq (weil [n] = [1] + ...+ [1]
︸ ︷︷ ︸

n Stuck

).

(b): Bsp. Bzgl.
mod 5
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≡ gibt es 5 Äquivalenzklassen: [0], [1], [2], [3], [4].
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die Elementen e, a1, ..., aq−1 sind verschieden, sonst gibt es q′ < q mit
aq′

= e (Hausaufgabe 2a, Blatt 3), und deswegen ist nach Lemma 7
{e, a1, ..., aq−1} eine Untergruppe von G . Dann ist 〈a〉 6= G , s. Def. 11.,



(c): Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zu Zq isomorph.
Schema: Wir definiren eine φ : Zq → G und zeigen, dass φ wohldefiniert
ist, dass φ Homorphismus ist, dass φ injektiv ist, und dass φ surjektiv
ist.
Sei a der Erzeuger von G . Dann ist G = {e, a1, ..., aq−1}. Tatsächlich,
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φ ist injektiv: Tatsächlich, φ([0]) = e, φ([1]) = a,..., φ([q − 1]) = aq−1

sind alle verschieden, s. oben.
φ ist surjektiv: ⇐= Lemma 6.

Beweis für #G =∞ ist analog (φ : Z→ G , φ(n) = an



(c): Jede zyklische Gruppe G mit #G = q ist zu Zq isomorph.
Schema: Wir definiren eine φ : Zq → G und zeigen, dass φ wohldefiniert
ist, dass φ Homorphismus ist, dass φ injektiv ist, und dass φ surjektiv
ist.
Sei a der Erzeuger von G . Dann ist G = {e, a1, ..., aq−1}. Tatsächlich,
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