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−→ Eine Äquivalenzrelation auf G definieren:

g1 ∼ g2 ⇐⇒ hg1 = g2 für ein h ∈ H



Wiederholung
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können wir
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bezüglich der Multiplikations [g1] · [g2] := [g1 · g2].



Satz 15 Ist H ein Normalteiler von G, so ist G/H eine Gruppe
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Bezeichnung: Die Äquivalenzklassen von g werden oft Hg bezeichnet;
Hg := {hg | h ∈ H}. Die Gruppe G/H heißt Faktorgruppe der G bzgl.

H.
Beweis: Z.z.: (i)

”
·“ ist wohldefiniert (hängt nicht von Wahl von

g ′1 ∈ [g1] und g ′2 ∈ [g2] ab).
(ii) hat die Eigenschaften (G1, G2, G3 und (falls G abe’sch) G4).

(i): Seien
g ′1 ∼ g1 d.h. g ′1 = h1g1 für ein h1 ∈ H
g ′2 ∼ g2 d.h. g ′2 = h2g2 für ein h2 ∈ H

. Dann ist

g ′1g
′
2 = h1g1h2g2

Def. 9
= h1g1h2 g−1

1 g1
︸ ︷︷ ︸

e

g2 = h1g1h2g
−1
1

︸ ︷︷ ︸

h′∈H

g1g2 = hg1g2 ∼ g1g2.

Also, wenn wir statt g1, g2 andere g ′1 ∈ [g1], g ′2 ∈ [g2] nehmen, wird das
Ergebniss [g1] · [g2] nicht geändert. (ii) :

(G1) ([g1] · [g2]) · [g3] = [g1 · g2] · [g3] = [(g1 · g2) · g3] = [g1 · (g2 · g3)] =
[g1] · ([g2] · [g3]).

(G2) [e] · [g ]
Def
= [e · g ] = [g ].

(G3) [g−1] · [g ]
Def
= [g−1 · g ] = [e].

(G4) Ist G abel’sch,



Satz 15 Ist H ein Normalteiler von G, so ist G/H eine Gruppe
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g ′1g
′
2 = h1g1h2g2
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= h1g1h2 g−1

1 g1
︸ ︷︷ ︸

e
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1
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◮ k ≥ 0,m ≥ 0,

◮ k < 0,m < 0,

◮ k ≥ 0, m < 0, |m| ≥ k,

◮ k ≥ 0, m < 0, |m| < k,

◮ k < 0, m ≥ 0, m ≥ |k|,

◮ k < 0, m ≥ 0, m < |k|

Wir

beweisen (i) für die erste 2 Fälle, Beweis für andere Fälle ist analog.
ak · am = a · ... · a

︸ ︷︷ ︸

k Stück

· a · ... · a
︸ ︷︷ ︸

m Stück

= a · ... · a
︸ ︷︷ ︸

k + m Stück

ak
· a−m = a · ... · a| {z }

k Stück

· a
−1

· ... · a
−1| {z }

m Stück

= a · ... · a| {z }
k − 1 Stück

· a
−1

· ... · a
−1| {z }

m − 1 Stück

= ... = a · ... · a| {z }
k − m Stück

.

(ii) Für k ≥ 0 ist

ak =



a · ... · a
︸ ︷︷ ︸

k Stück





−1



Lemma 6 Für jedes a jeder Gruppe G ist 〈a〉 = {an | n ∈ Z} eine
Untergruppe von G .
Bemerkung: Nicht alle an sind verschieden (Bsple kommen) .
Beweis: Z.z.: die Menge {an | n ∈ Z} ist abgeschlossen bzgl. (i)
Multiplikation und (ii) Invertieren.
(i): Es gibt die folgende Möglichkeiten für k,m:
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Lemma 6

=⇒ ∃ ein Element (Z.B. a) (den
”
Erzeuger“ der Gruppe), sodass

jedes Element von G eine Potenz von a ist (negative Potenzen sind auch
zugelassen).

Bsp. Endliche zyklische Gruppen, s. Vorl. 3.



Def 12 Eine Gruppe G heißt zyklisch, wenn für a ∈ G gilt 〈a〉 = G .

In Worten: es gibt ein Element a ∈ G , sodass G selbst die einzige
Untergruppe von G ist, die a enthält.
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Tatsächlich, jedes a ∈ Z kann man in der Form k · 5 + r darstellen,wobei
0 ≤ r < 5(dividieren mit Rest), also [a] = [r ], und diese 5 Teilmengen

sind verschieden: Ist [i ]
mod 5
≡ [j ] für i , j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, so ist

i − j = k · 5, also |i − j |
︸ ︷︷ ︸

≤4

= |k| · 5, also k = 0, und deswegen i = j .

Analog für alle q: Bzgl.
mod q
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Gruppe (bezüglich der Multiplikations [g1] · [g2] := [g1 · g2]).

Man betrachten die Abbildung φH : G → G/H, φH(g) := [g ].
Lemma 8 Die Abbildung φH ist ein Homomophismus. Ferner gilt:

KernφH
= H und BildφH

= G/H.
Beweis: φH(g1 · g2) = [g1 · g2] = [g1] · [g2] =



Sei H ⊆ G ein Normalteiler.
Wiederholung: Satz 15 Ist H ein Normalteiler von G, so ist G/H eine
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Gruppe (bezüglich der Multiplikations [g1] · [g2] := [g1 · g2]).

Man betrachten die Abbildung φH : G → G/H, φH(g) := [g ].
Lemma 8 Die Abbildung φH ist ein Homomophismus. Ferner gilt:

KernφH
= H und BildφH

= G/H.
Beweis: φH(g1 · g2) = [g1 · g2] = [g1] · [g2] = φH(g1) · φH(g2).

Kernφ
Def
= {g ∈ G | [e] = φH(g)}

= {g ∈ G | [e] = [g ]} = {g ∈ G | he = g für ein h ∈ H} = H.
Offensichtlich, Bildφ = G/H, da jedes [g ] ist φH(g).
Bezeichung Die Abbildung φH heißt kanonische Projektion.
Sei φ : G → G ′ ein Homomophismus.
Wiederholung:Satz 14: Kernφ ist ein Normalteiler.

Satz 17 (Homomophismussatz) Sei φ : G → G ′

ein Homomorphismus. Dann ist die Abbildung ψ :
G/Kernφ → Bildφ, ψ([g ]) = φ(g)



Sei H ⊆ G ein Normalteiler.
Wiederholung: Satz 15 Ist H ein Normalteiler von G, so ist G/H eine
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