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stz sign(P) = (1) - { 1, fall m gevade

Lemma 4 Die Abbildung sign ist wohldefiniert .

(D.h. fiir eine andere Darstellung P = Tyo..0 Tp gilt

m gerade <= /i gerade. )

Schema des Beweises: Wir definieren SIGN(P), die nicht von der
Darstellung von P als Produkt T; abhangt, und dann zeigen (Folgerung
B), dass SIGN = sign.

Bezeichnung: Fiir die Zahlen ay, ..., ay werden wir das Produkt

N
ay - ap - ... ay wie folgt schreiben: ] a;, oder [ a;
i=1 ie{l,...,N}

Bsp: nl = []1.

i=1
Bemerkung: Statt der Menge {1,..., N} unten kann eine beliebige
Menge stehen.



Beweis des Lemmas:
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Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j))e{1,...,n} x{1,...,n} s.d. i <j betrachte man

si(P) = pr=pgy-




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).

Fiir alle Paaren (i,j) € {1, ..
si(P) = pr=pg-
Bsp:

Sntx {1, ..,

n} s.d. i <j betrachte man



Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
i(P) = p=p)-

Bsp: Fir P = (2 : g)




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
i(P) = p=p)-

Bsp: Fiir P = (2 : 3) ist s10(P) = 1=2 = —1.

3 2—-1




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
5i(P) = pry-pgy-

Bsp: Fiir P = (; 2 3) ist s;p(P) = 122 = —1.

103 2-1
Fiir jede P € S,




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
5i(P) = pr=py-

Bsp: Fiir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [1 sj

i<j




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
5i(P) = pr=py-

Bsp: Fiir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.
i<j




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i, J) €{1,..,n} x{1,...,n} s.d. i <j betrachte man

( :
1

Bsp. Fiir P =
Fir jede P € S,,, sei
SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.

i<j

g) ist 512(P) = % = -1

Bsp:



Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i, J) €{1,..,n} x{1,...,n} s.d. i <j betrachte man

( :
1

Bsp. Fiir P =

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.
i<j

Bsp: FUrP:(é 2 ;)

g) ist 512(P) = % = -1



Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man

si(P) == P(I; —L

PG)-

Bsp: Fir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fiir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.
i<j

Bsp: Fiir P = (; 2 ;) ist

SIGN(P)




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man

si(P) == P(I; —L

PG)-

Bsp: Fir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fiir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.
i<j

Bsp: Fiir P = (; 2 ;) ist

SIGN(P) =512+ 513 * So3 =




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man

si(P) == P(I; —L

PG)-

Bsp: Fir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.
i<j

Bsp: FUrP:(é 2 3) ist

1 3

— _ 1-2 1-3 2-3 _
SIGN(P) :==s12-s13 3= 5°71 53 13—



Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man

si(P) := P(,s =

P(j)-

Bsp: Fir P=(} } 3) istspp(P) =375 = -1

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.
i<j

Bsp: Fir P= (3 2 3) is

SIGN(P) 1= S12 513 53 = %%%: 1




Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
5i(P) = pr=py-

Bsp: Fiir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.

i<j
Bsp: Fiir P = (; 2 ;) ist
SIGN(P) :=s12- 513" 53 = %%—3 - L

2— 1-3
Bsp: Fiir Transposition (i, + 1) ist SIGN(/, i+ 1) = —1.



Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
5i(P) = pr=py-

Bsp: Fiir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.

i<j
Bsp: Fiir P = (; 2 ;) ist
SIGN(P) :=s12- 513" 53 = %%—3 - L

2— 1-3
Bsp: Fiir Transposition (i, + 1) ist SIGN(/, i+ 1) = —1.
Bemerkung



Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man
5i(P) = pr=py-

Bsp: Fiir P = (2 : g) ist s1o(P) = 322 = —1.

Fir jede P € S,,, sei

SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.

i<j
Bsp: Fiir P = (; 2 ;) ist
SIGN(P) :=s12- 513" 53 = %%—3 - L

13 =
Bsp: Fiir Transposition (i, + 1) ist SIGN(/, i+ 1) = —1.
Bemerkung SIGN(P) ist +1.



Beweis des Lemmas: Sei P eine Permutation (der Menge {1, ..., n}).
Fiir alle Paaren (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} s.d. i <j betrachte man

i(P) = p=p)-
Bsp: Fir P = ( :
Fiir jede P € S,,, sei
SIGN(P) := [[ sj := das Produkt von s;(P) iiber aller (i, /) mit i < j.

g) ist 512(P) = % = -1

i<j
Bsp: Fiir P = (é 2 ;) ist
SIGN( ) = 8512513 - 523 = % E ?_ _1

Bsp: Fiir Transposition (i, + 1) ist SIGN(/ i+1)=-1
Bemerkung SIGN(P) ist 1. (Da fiir jedes paar (i,J) steht oben
einmal / — j und unten einmal entweder i — j oder j —i.)



Lemma 5
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Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und Ej% die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) - SIGN(Q)



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und H % die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = H 130(7(00)(1))



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und H % die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [1 o =2l o ot
i<j




Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und H % die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [1 o =2l o ot
i<j

i—Jj
E. PQUY)—P(Q0)
<J



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und H % die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [1 o =2l o ot
i<j

i—j o
Elj PR P@y) = SIGN(Po Q).




Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und H % die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

o Q(i)— i
also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = 131 LI H Ot
=
;1;[/ P(Q(N)—-P(QL)) SIGN(P o Q).

Folgerung A



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und H % die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

o Q(i)— i
also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = 131 LI H Ot
1 st sy = SIGN(Po Q).

Folgerung A Fiir jede Transposition (/,/) ist SIGN(/,j) = —1.



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:

SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q). .

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := [] ﬁ
i<j

und H % die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) -SIGN(Q) = [ ronp—redo; o ot
i<j

Folgerung A Furjede Transposition (i,) ist SIGN(/,j) = —1.
Tatsachlich, die Transposition
(i) = ,



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H 5 :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = I1 #qu)—p(apy gikos
i<j

H W = SIGN(P o Q).
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(i+L)) (ii+1) (+1)

Tatsdchlich, die Transposition
(i) = (i + L))o (i i+1)o(i+1,)), |




Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H 5 :; P(J

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = H = Q( Q(J)) H Q0)

H 7,, COEEENI SIGN(P o Q)
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(i+1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen L

SIGN(/, j) = , 7 ]



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H 5 :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = T1 wra0y)-Ha0) H O
i<j

H W = SIGN(PO Q)
Folgerung A Fiir jede Transposition (i, ) ist SIGN(i,j) = —1.

(i+L)) (ii+1) (+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(i, j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(i, i + 1) - SIGN(i + 1, j) ' =



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H 5 :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [ sroi=2o0) H o
i<j

H 7,, COEEENI SIGN(P o Q).
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(i+1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(i,j) = SIGN(i + 1,/) - SIGN(i, i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (+1)? , ]



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H 5 :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = T1 wra0y)-Ha0) H O
i<j

H W = SIGN(PO Q)
Folgerung A Fiir jede Transposition (i, ) ist SIGN(i,j) = —1.

(i+L)) (ii+1) (+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(i,j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(j, i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (+1)? = —1, O



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H 5 :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = T1 wra0y)-Ha0) H O
i<j

H W = SIGN(PO Q)
Folgerung A Fiir jede Transposition (i, ) ist SIGN(i,j) = —1.

(i+L)) (ii+1) (+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(i,j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(j, i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (+1)? = —1, O

Folgerung B



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H B :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [ sroi=2o0) H o
i<j

H 7,, Q=PQG) = SIGN(P o Q).
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(i,j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(j, i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (+1)? = —1, O

Folgerung B VP < S, gilt SIGN(P) = sign(P).



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H B :; P(J

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = H = Q( Q(J)) H Q0)

H 7,, Q=PQG) = SIGN(P o Q)
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(/,j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(i,i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (x1)® = —1, ]

Folgerung B VP € S, gilt SIGN(P) = sign(P). Beweis:



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H B :; P(J

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = H = Q( Q(J)) H Q0)

H 7,, Q=PQG) = SIGN(P o Q)
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(i,j) = SIGN(i + 1, /) - SIGN(i, i + 1) - SIGNE,: +1,j)=—1- (“il)’Z =1, 7 ]
Folgerung B VP € S, gilt SIGN(P) = sign(P). Beweis:

SIGN(P) SMZ 1 S1GN(Ti o ... 0 Tw)



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H B :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [ sroi=2o0) H o
i<j

H 7,, Q=PQG) = SIGN(P o Q).
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(/,j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(i,i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (x1)® = —1, ]

Folgerung B VP € S, gilt SIGN(P) = sign(P). Beweis:
SIGN(P) SMZ 1L SIGN(T; o ... 0 T) o2 P SIGN(TY) - ... - SIGN(Tm) = (—1)7



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H B :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [ sroi=2o0) H o
i<j

H 7,, Q=PQG) = SIGN(P o Q).
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(/,j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(i,i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (x1)® = —1, ]

Folgerung B VP € S, gilt SIGN(P) = sign(P). Beweis:
SIGN(P) SMZ 1 S1aN(T o ... 0 Th) “®2 5 SIGN(TY) - ... - SIGN(Tm) = (—=1)™ = sign(P),



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).

Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H B :; P(j

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = [ sroi=2o0) H o
i<j

H 7,, Q=PQG) = SIGN(P o Q).
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

(1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die  Transposition .
(i) = (i +1,j)o(i,i+1)o(i +1,j), /
und deswegen P

SIGN(/,j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(i,i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (x1)® = —1, ]

Folgerung B VP € S, gilt SIGN(P) = sign(P). Beweis:
SIGN(P) SMZ 1 S1aN(Ti o ... 0 Ti) “°2 5 SIGN(TY) - ... - SIGN(Tp) = (=1)™ = sign(P), L



Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
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Lemma 5 Fiir jede P,Q € S, gilt:
SIGN(P o Q) = SIGN(P) - SIGN(Q).
Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) := H 5 :; P(J

und ’g% die gleichen Faktoren, nur in anderer Relhenfolge,

also ist SIGN(P) - SIGN(Q) = H B Q(

H 7,, Q=PQG) = SIGN(P o Q)
Folgerung A Fiir jede Transposition (/,) ist SIGN(/, ) = —1.

Ao Ho:

(1) (ii+1) (i+1)

Tatsachlich, die Transposition
(i,j)=(i+1,j)o(i,i+1)o(i+1,j),/
und deswegen P

SIGN(i, j) = SIGN(i + 1,j) - SIGN(i, i + 1) - SIGN(i + 1,j) = —1 - (£1)2 = —1, O

Folgerung B VP € S, gilt SIGN(P) = sign(P). Beweis:
SIGN(P) SMZ 11 SIGN(Ty o ... 0 Tr) "2 5 SIGN(TY) - ... - SIGN(Ti) = (—1)™ = sign(P), L

Folgerung C sign ist wolhdefiniert und ist Homomorphismus von S,
nach ({—1,1},-). Beweis: SIGN ist wolhdefiniert und ist nach
Lemma 5 ein Homomorphismus von S, nach ({—1,1}, ). O



Bezeichung: Kerngg,, = {P € S, | sign(P) = 1} wird A, bezeichnen
und die Gruppe von geraden Permutationen genannt.
A, ist eine Untegruppe von S,
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> (Reflexivitdt) Va € Aist a ~ a.

> (Symmetrie) Va, b € Agilt: ist a~ b, soist b ~ a.

» (Transitivitat) Va, b,c € A gilt: ist a~ b und ist b ~ ¢ so ist
an~c.

Bsp 1: A sei die Menge aller Nutztiere in einem
landwirtschaftlichen Betrieb.

Wir definieren nun eine Relation: zwei Tiere stehen in Relation
zueinander, wenn sie von derselben Art sind.

Die Kuh Erna zum Beispiel steht mit dem Ochsen Bruno in
Relation, aber nicht mit dem Huhn Betti.

Dies ist eine Aquivalenzrelation: Jedes Tier ist von derselben Art
wie es selbst (= “reflexiv"). Ist ein Tier von derselben Art wie das
andere, dann ist das andere auch von derselben Art wie das eine
(= “symmetrisch"). Wenn Erna und Lisa von derselben Art sind
und Lisa und Bruno von derselben Art, dann sind Erna und Bruno
von derselben Art (z.B. Rinder; = “transitiv").
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> (Reflexivitat) Va € Aist a ~ a.

> (Symmetrie) Va, b € Agilt: ist a~ b, soist b ~ a.

» (Transitivitdt) Va, b,c € Agilt: ist a ~ b und ist b ~ ¢ so ist

an~c.

Bsp 2. Triviale Relation. Jedes Element steht nur mit sich selbst in
Relation. R = {(a,a)|ac A}
Bsp 3. Jede zwei Elemente stehen in Relation. R=A x A
Bsp 4: Die Relation > auf R (d.h., R = {(x,y) | x > y}) ist keine
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> (Reflexivitat) Va € Aist a ~ a.
» (Symmetrie) Va, b € Agilt: ist a~ b, so ist b ~ a.
» (Transitivitdt) Va, b,c € Agilt: ist a ~ b und ist b ~ ¢ so ist
an~c.
Bsp 2. Triviale Relation. Jedes Element steht nur mit sich selbst in
Relation. R = {(a,a)|ac A}
Bsp 3. Jede zwei Elemente stehen in Relation. R=A x A
Bsp 4: Die Relation > auf R (d.h.,, R = {(x,y) | x > y}) ist keine
Aquivalenzrelation.
Wicht. Bsp: Sei H C G eine Untergruppe. Definiere “~" wie folgt:
g1~ & < dhe Hsd hg = g.
» Reflexivitit: g = e g.
€H
. . _ . _ -1
» Symmetrie: Ist hgy = g», soist g1 = h™ " g.
€H
» Transitivitat: Ist hjgy = g» und hpg» = g3, so ist
hohi g1 = g3.
2111 81 = 83



> (Reflexivitat) Va € Aist a ~ a.
> (Symmetrie) Va, b € Agilt: ist a~ b, soist b ~ a.
» (Transitivitdt) Va, b,c € Agilt: ist a ~ b und ist b ~ ¢ so ist
an~c.
Bsp 2. Triviale Relation. Jedes Element steht nur mit sich selbst in

Relation. R = {(a,a)|ac A}
Bsp 3. Jede zwei Elemente stehen in Relation. R=A x A

Bsp 4: Die Relation > auf R (d.h., R = {(x,y) | x > y}) ist keine

Aquivalenzrelation.
Wicht. Bsp: Sei H C G eine Untergruppe. Definiere “~" wie folgt:

g1~ g <= dhe Hsd. hgy =g.
» Reflexivitit: g = e g.

eH
> mmetrie: Ist hgy = ist gy = h ! g.
Sy i st hgy = g», soist g1 &
eH
» Transitivitat: Ist hjgy = g» und hpg» = g3, so ist

hoh = g3.
2N1 81 = 83
heH
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Zerlegung einer nichtleeren Menge M ist eine Menge M = { My, M5, ...
von Teilmengen von M mit den Eigenschaften:

(l) U M; = MfuM,U... =M
M;eM

(||) M; N My, = @, falls M; 75 M,.

(In Worten: jedes Element von M ist in genau einer dieser Teilmengen
von M enthalten.)

Bemerkung: Jede Zerlegung induziert eine Aquivalenzrelation.
Beweis: Sei M eine Zerlegung von M.
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(In Worten: jedes Element von M ist in genau einer dieser Teilmengen
von M enthalten.)

Bemerkung: Jede Zerlegung induziert eine Aquivalenzrelation.
Beweis: Sei M eine Zerlegung von M. Wir definieren die Relation

R C M x M wie folgt: x~y <= x,y € M; fiir ein M; € M.

» Reflexivitdt: x ~ x offensichtlich.
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von M enthalten.)

Bemerkung: Jede Zerlegung induziert eine Aquivalenzrelation.
Beweis: Sei M eine Zerlegung von M. Wir definieren die Relation

R C M x M wie folgt: x~y <= x,y € M; fiir ein M; € M.

» Reflexivitdt: x ~ x offensichtlich.

» Symmetrie: Falls x, y in der gleichen M; liegen, so liegen y, x
auch in der gleichen Menge M;
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von Teilmengen von M mit den Eigenschaften:

(l) U M; = MfuM,U... =M
M;eM

(||) M; N My, = @, falls M; 75 M,.

(In Worten: jedes Element von M ist in genau einer dieser Teilmengen

von M enthalten.)
Bemerkung: Jede Zerlegung induziert eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Sei M eine Zerlegung von M. Wir definieren die Relation
R C M x M wie folgt: x~y <= x,y € M; fiir ein M; € M.
> Reflexivitdt: x ~ x offensichtlich.
» Symmetrie: Falls x, y in der gleichen M; liegen, so liegen y, x
auch in der gleichen Menge M;

» Transitivitat:
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R C M x M wie folgt: x~y <= x,y € M; fiir ein M; € M.
> Reflexivitdt: x ~ x offensichtlich.
» Symmetrie: Falls x, y in der gleichen M; liegen, so liegen y, x
auch in der gleichen Menge M;

» Transitivitdt: Liegen x,y in der gleichen M;,
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(l) U M; = MfuM,U... =M
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(In Worten: jedes Element von M ist in genau einer dieser Teilmengen

von M enthalten.)

Bemerkung: Jede Zerlegung induziert eine Aquivalenzrelation.
Beweis: Sei M eine Zerlegung von M. Wir definieren die Relation
R C M x M wie folgt: x~y <= x,y € M; fiir ein M; € M.

> Reflexivitdt: x ~ x offensichtlich.

» Symmetrie: Falls x, y in der gleichen M; liegen, so liegen y, x
auch in der gleichen Menge M;

» Transitivitdt: Liegen x,y in der gleichen M;, und liegen y,z in
der gleichen M;,
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von Teilmengen von M mit den Eigenschaften:
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M;eM

(||) M; N My, = @, falls M; 75 M,.

(In Worten: jedes Element von M ist in genau einer dieser Teilmengen

von M enthalten.)

Bemerkung: Jede Zerlegung induziert eine Aquivalenzrelation.
Beweis: Sei M eine Zerlegung von M. Wir definieren die Relation
R C M x M wie folgt: x~y <= x,y € M; fiir ein M; € M.

> Reflexivitdt: x ~ x offensichtlich.

» Symmetrie: Falls x, y in der gleichen M; liegen, so liegen y, x
auch in der gleichen Menge M;

» Transitivitdt: Liegen x,y in der gleichen M;, und liegen y,z in
der gleichen M;, so gilt M; = M,,
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Beweis: Sei M eine Zerlegung von M. Wir definieren die Relation
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> Reflexivitat: x ~ x offensichtlich.

» Symmetrie: Falls x, y in der gleichen M; liegen, so liegen y, x
auch in der gleichen Menge M;

» Transitivitdt: Liegen x,y in der gleichen M;, und liegen y,z in
der gleichen M;, so gilt M; = M;, weil y nur in einer M; liegt.
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» Transitivitdt: Liegen x,y in der gleichen M;, und liegen y,z in
der gleichen M;, so gilt M; = M;, weil y nur in einer M; liegt.
Dann ist x ~ z.
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» Symmetrie: Falls x, y in der gleichen M; liegen, so liegen y, x
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Dann ist x ~ z.
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Sei R eine Aquivalenzrelation auf M # @. Dann fiir jedes x € M
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(a) Ausw ~xund x~ z
—

Symmetrie
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Bem: Satz 14 — A, ist normal, s. Bsp oben.



