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Behauptung 2 =⇒ φ ist ein Homomorphismus

Satz 8 =⇒ Bildφ ist eine Untegruppe von Sn

Behauptung 3 + Satz 9 =⇒ φ ist injektiv









Behauptung 2

Behauptung 3

Satz 8

Satz 9

=⇒ Satz 10. Tatsächlich,
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Behauptung 2 =⇒ φ ist ein Homomorphismus

Satz 8 =⇒ Bildφ ist eine Untegruppe von Sn

Behauptung 3 + Satz 9 =⇒ φ ist injektiv









Behauptung 2

Behauptung 3

Satz 8

Satz 9

=⇒ Satz 10. Tatsächlich,
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Behauptung 2 =⇒ φ ist ein Homomorphismus

Satz 8 =⇒ Bildφ ist eine Untegruppe von Sn

Behauptung 3 + Satz 9 =⇒ φ ist injektiv

Da φ als Abbildung auf Bildφ auch surjektiv ist, ist G zum Bildφ

isomorph.









Behauptung 2

Behauptung 3

Satz 8

Satz 9

=⇒ Satz 10. Tatsächlich,
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Bezeichnung: Die Transposition, die i und j vertauscht, werden wir
(i , j) :=

�
... i ... j ...

... j ... i ...

�
bezeichnen.

Bsp: (1, 2) =

(
1 2 3
2 1 3

)

ist eine Transposition

A= {1,2,3}
f

1

A= {1,2,3}

2

1

2

3
3

Offenbar gilt: (i , j) ◦ (i , j) = Id , also (i , j)−1 = (i , j), und (i , j) = (j , i).
Bsp: Id :=

�
1 2 3
1 2 3

�
=

�
1 2 3
2 1 3

�
◦

�
1 2 3
2 1 3

�
= (1, 2) ◦ (1, 2).



Vorzeichen einer Permutation

Def. 8 Eine Permutation heißt Transposition, falls sie genau zwei
Elemente vertauscht und die übrigen nicht verändert.
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Bemerkung Wir erlauben auch Produkten von Transpositionen, die aus

0 Transpositionen bestehen (sonst ist Satz 11 falsch für n = 1).
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Multipikation in R.)
Ziel: Wir definieren einen Homomorphismus sign : Sn → {−1, 1} wie
folgt: Zerlege P in Produkt von Transpositionen: P = T1 ◦ ... ◦ Tm und

setze sign(P) := (−1)m =

{
1 falls m gerade

−1 falls m ungerade

Lemma 4 Die Abbildung sign ist wohldefiniert .
(D.h. für eine andere Darstellung P = T̃1 ◦ ... ◦ T̃m̃ gilt



Betrachte die Gruppe {−1, 1} ⊂ R \ {0}. (Die Multiplikation: übliche
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Tatsächlich, die Transposition
(i , j) = (i + 1, j)◦(i , i+1)◦(i + 1, j),
und deswegen

i

i+1

j

i

i+1

j

  (i+1,j)

i

i+1

j

  (i,i+1)

i

i+1

j

  (i+1,j)

SIGN(i, j) = ,



Lemma 5 Für jede P,Q ∈ Sn gilt:

SIGN(P ◦ Q) = SIGN(P) · SIGN(Q).
Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) :=

∏

i<j

i−j
P(i)−P(j)

und
∏

i<j

(Q(i)−Q(j))
(P(Q(i))−P(Q(j))) die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) · SIGN(Q) =
∏

i<j

Q(i)−Q(j)
P(Q(i))−P(Q(j)) ·

∏

i<j

i−j
Q(i)−Q(j) =

∏

i<j

i−j
P(Q(i))−P(Q(j)) := SIGN(P ◦ Q).

Folgerung A Für jede Transposition (i , j) ist SIGN(i , j) = −1.
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Tatsächlich, die Transposition
(i , j) = (i + 1, j)◦(i , i+1)◦(i + 1, j),
und deswegen

i

i+1

j

i

i+1

j

  (i+1,j)

i

i+1

j

  (i,i+1)

i

i+1

j

  (i+1,j)

SIGN(i, j) = SIGN(i + 1, j) · SIGN(i, i + 1) · SIGN(i + 1, j) = −1 · (±1)2 = −1,
Folgerung B ∀P ∈ Sn gilt SIGN(P) = sign(P). Beweis:
SIGN(P)

Satz 11
= SIGN(T1 ◦ ... ◦ Tm)



Lemma 5 Für jede P,Q ∈ Sn gilt:

SIGN(P ◦ Q) = SIGN(P) · SIGN(Q).
Beweis: Da P bijektiv ist, haben die Produkte SIGN(P) :=

∏

i<j

i−j
P(i)−P(j)

und
∏

i<j

(Q(i)−Q(j))
(P(Q(i))−P(Q(j))) die gleichen Faktoren, nur in anderer Reihenfolge;

also ist SIGN(P) · SIGN(Q) =
∏

i<j

Q(i)−Q(j)
P(Q(i))−P(Q(j)) ·

∏

i<j

i−j
Q(i)−Q(j) =

∏

i<j

i−j
P(Q(i))−P(Q(j)) := SIGN(P ◦ Q).

Folgerung A Für jede Transposition (i , j) ist SIGN(i , j) = −1.
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Bezeichung: Kernsign = {P ∈ Sn | sign(P) = 1} wird An bezeichnen
und die Gruppe von geraden Permutationen genannt.

An ist eine Untegruppe von Sn
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Sei A eine Menge. Eine Relation (auf der Menge) ist eine
Teilmenge R der Menge A × A.
(Wir schreiben a ∼ b und sagen dass die Elemente a, b in Relation
zueinander stehen falls (a, b) ∈ R .)



Exkurs 2 in der Mengenlehre: Äquivalenzrelation
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Eine Relation heißt eine Äquivalenzrelation, falls sie die folgende
Eigenschaften hat:

◮ (Reflexivität) ∀a ∈ A ist a ∼ a.



Exkurs 2 in der Mengenlehre: Äquivalenzrelation
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Sei R eine Äquivalenzrelation auf M 6= ∅. Dann für jedes x ∈ M

definiere [x ] := {y ∈ M | x ∼ y} ⊆ M und
M := {[x ]|x ∈ M}.
Satz 12 M ist eine Zerlegung von M

Beweis: Z.z.: (I)
⋃

x∈M

[x ] = M und (II) [x ] ∩ [y ] 6= ∅ ⇐⇒ [x ] = [y ].

(I) Da y ∼ y ist, ist y ∈ [y ], und deswegen y ∈
⋃

x∈M

[x ].
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Jede Äquivalenzrelation induziert eine Zerlegung
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Jede Äquivalenzrelation induziert eine Zerlegung
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Jede Äquivalenzrelation induziert eine Zerlegung
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Zerlegung von G in Äquivalenzklassen. Wir zeigen: ∀g1, g2 ∈ G ist
#[g1] = #[g2]. Tatsächlich,
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Dann ist “∼“:
g1 ∼ g2 ⇐⇒ ∃h ∈ H s.d. hg1 = g2, eine Äquivalenzrelation.
Die Äquivalenzrelation ∼ aus Wicht. Bsp. definiert nach Satz 12 eine
Zerlegung von G in Äquivalenzklassen. Wir zeigen: ∀g1, g2 ∈ G ist
#[g1] = #[g2]. Tatsächlich,
[g1] := {g ∈ G | ∃h ∈ H s.d. hg1 = g} = {hg1 | h ∈ H},
[g2] := {g ∈ G | ∃h ∈ H s.d. hg2 = g} = {hg2 | h ∈ H}. Man betrachte
die Abbildung φ : [g1] → [g2], φ(g) = g · g−1

1 · g2.
Behauptung: (a) φ ist wohldefiniert.
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1 · g2.
Behauptung: (a) φ ist wohldefiniert. (b) φ ist bijektion.
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Zerlegung von G in Äquivalenzklassen. Wir zeigen: ∀g1, g2 ∈ G ist
#[g1] = #[g2]. Tatsächlich,
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Die Äquivalenzrelation ∼ aus Wicht. Bsp. definiert nach Satz 12 eine
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Tatsächlich, sign(Q−1PQ)
Lem 5
= sign(Q−1) · sign(P) · sign(Q). Aber

sign(Q) = sign(Q−1), weil

(T1 ◦ ... ◦ Tm)
−1 Folgerung aus Satz 2

= Tm ◦ ... ◦ T1, (wobei Ti

Transpositionen sind), und deswegen Q und Q−1 als Produkt von
gleichen Anzahl von Transpositionen darstellbar sind.



Def 9 Eine Untergruppe H ⊆ G heißt normal (oder Normalteiler), falls
∀g ∈ G ∀h ∈ H gilt g−1hg ∈ H.
Bsp: Alle Untergruppen Abel’schen Gruppen sind normal.
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Tatsächlich, sign(Q−1PQ)
Lem 5
= sign(Q−1) · sign(P) · sign(Q). Aber

sign(Q) = sign(Q−1), weil

(T1 ◦ ... ◦ Tm)
−1 Folgerung aus Satz 2

= Tm ◦ ... ◦ T1, (wobei Ti

Transpositionen sind), und deswegen Q und Q−1 als Produkt von
gleichen Anzahl von Transpositionen darstellbar sind.
Dann ist sign(Q−1)sign(P)sign(Q) = sign(P). Ist P ∈ An, so ist
Q−1PQ ∈ An.
Satz 14 Es sei φ : G → G ′ ein Homomorphismus. Dann ist Kernφ ⊆ G

normal.

Beweis:



Def 9 Eine Untergruppe H ⊆ G heißt normal (oder Normalteiler), falls
∀g ∈ G ∀h ∈ H gilt g−1hg ∈ H.
Bsp: Alle Untergruppen Abel’schen Gruppen sind normal.
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Bem: Satz 14 =⇒ An ist normal, s. Bsp oben.


