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Jargon: φ erhält Multiplikation.
Bsp: φ : 3Z

︸︷︷︸

G

→ Z
︸︷︷︸

H

, φ(k) = k

3 ist ein Isomorphismus. Tatsächlich,
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φ(k) + φ(m) = k

3 + m

3 = k+m

3 = φ(k + m).
φ ist eine Bijektion.

Bsp:



Homo- und Isomorphismus

Def. 5 Seien (G , ·) und (H, ◦) Gruppe. Die Abbildung φ : G → H

heißt ein Homomorphismus, falls ∀a, b ∈ G gilt φ(a · b) = φ(a) ◦ φ(b).
Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus.
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φ(k) + φ(m) = k

3 + m

3 = k+m

3 = φ(k + m).
φ ist eine Bijektion.

Bsp: ψ : Z → Z2
︸︷︷︸

Aus Vorlesung 3

, ψ(k) =

{
e falls k gerade

a falls k ungerade

ist ein Homomorphismus.
Triviales Bsp: Für alle Gruppen (G , ·) und (H, ◦) ist
τ : G → H, τ(a) = e ein Homomophismus.

Informal: für uns sind zwei Isomorphen
Gruppen gleich



Satz



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH .



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus.



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus,



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) =



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) =



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG )



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G .



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) =



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) =



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
=



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

.



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H.



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) =



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

=



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp:



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0,



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex .



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb,



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+)



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·)



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a):



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a): e0 = 1, (b):



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a): e0 = 1, (b): e−x = 1/ex .



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a): e0 = 1, (b): e−x = 1/ex . (c): ex ist bijektiv,



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a): e0 = 1, (b): e−x = 1/ex . (c): ex ist bijektiv, also ist
ein Isomorphismus,



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a): e0 = 1, (b): e−x = 1/ex . (c): ex ist bijektiv, also ist
ein Isomorphismus, die inverse Abbildung ist log .



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a): e0 = 1, (b): e−x = 1/ex . (c): ex ist bijektiv, also ist
ein Isomorphismus, die inverse Abbildung ist log . Wir sehen:
log(x · y) = log(x) + log(y),



Satz 7 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element eG bzw. eH . Sei
φ : G → H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) φ(eG ) = eH , (b) ∀ g ∈ G gilt φ(g−1) = (φ(g))
−1

(c) Ist φ Isomorphismus, so ist φ−1 : H → G ebenfalls ein
Isomomorphismus.

Beweis: (a): φ(eG ) = φ(eG · eG ) = φ(eG ) ◦ φ(eG ).

=⇒ eH = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG ) = (φ(eG ))
−1

◦ φ(eG )
︸ ︷︷ ︸

eH

◦φ(eG ) = φ(eG ).

(b) : Sei g ∈ G . Es ist φ(g−1) ◦ φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(eG )
(a)
= eH ,

=⇒ φ(g−1) = (φ(g))
−1

. (c) Seien h, h′ ∈ H. Nun
φ−1(h) · φ−1(h′) = φ−1

(
φ

(
φ−1(h) · φ−1(h′)

))

= φ−1
(
φ

(
φ−1(h)

)
◦ φ

(
φ−1(h′)

))

= φ−1(h ◦ h′)
.

Bsp: φ : R → R>0, φ(x) = ex . Dann ist ea+b = ea eb, also ist die
Exponentialabbildung ein Homomorphismus von (R,+) nach (R>0, ·) .
Wir sehen: (a): e0 = 1, (b): e−x = 1/ex . (c): ex ist bijektiv, also ist
ein Isomorphismus, die inverse Abbildung ist log . Wir sehen:
log(x · y) = log(x) + log(y), also log ist ein Isomorphismus.



Def. 6 Sei f : A → B, A′ ⊆ A, B ′ ⊆ B.
Bildf (A

′) := Bildf|A′
=

= {b ∈ B | ∃a′ ∈ A′, f (a′) = B}.

Urbildf (B
′) := {a ∈ A | ∃b′ ∈ B ′, f (a) = b′}.

1

3

2

a

c

b

4

5

6

d

e

f:A ---> B

A’  = { 4, 5, 6} 

Bild(A’)  = { b,e} Urbild(B’)  = { 1,2,3} 

B’  = { a, c, d} 

Satz 8



Def. 6 Sei f : A → B, A′ ⊆ A, B ′ ⊆ B.
Bildf (A

′) := Bildf|A′
=

= {b ∈ B | ∃a′ ∈ A′, f (a′) = B}.

Urbildf (B
′) := {a ∈ A | ∃b′ ∈ B ′, f (a) = b′}.

1

3

2

a

c

b

4

5

6

d

e

f:A ---> B

A’  = { 4, 5, 6} 

Bild(A’)  = { b,e} Urbild(B’)  = { 1,2,3} 

B’  = { a, c, d} 

Satz 8 Sei φ : G → H ein Homomorphismus.



Def. 6 Sei f : A → B, A′ ⊆ A, B ′ ⊆ B.
Bildf (A

′) := Bildf|A′
=

= {b ∈ B | ∃a′ ∈ A′, f (a′) = B}.

Urbildf (B
′) := {a ∈ A | ∃b′ ∈ B ′, f (a) = b′}.

1

3

2

a

c

b

4

5

6

d

e

f:A ---> B

A’  = { 4, 5, 6} 

Bild(A’)  = { b,e} Urbild(B’)  = { 1,2,3} 

B’  = { a, c, d} 

Satz 8 Sei φ : G → H ein Homomorphismus. Seien G ′ ⊆ G, H ′ ⊆ H

Untergruppen.



Def. 6 Sei f : A → B, A′ ⊆ A, B ′ ⊆ B.
Bildf (A

′) := Bildf|A′
=

= {b ∈ B | ∃a′ ∈ A′, f (a′) = B}.

Urbildf (B
′) := {a ∈ A | ∃b′ ∈ B ′, f (a) = b′}.

1

3

2

a

c

b

4

5

6

d

e

f:A ---> B

A’  = { 4, 5, 6} 

Bild(A’)  = { b,e} Urbild(B’)  = { 1,2,3} 

B’  = { a, c, d} 

Satz 8 Sei φ : G → H ein Homomorphismus. Seien G ′ ⊆ G, H ′ ⊆ H

Untergruppen. Dann ist Bildφ(G
′) und Urbildφ(H

′) Untergruppen von

jeweils H und G.



Def. 6 Sei f : A → B, A′ ⊆ A, B ′ ⊆ B.
Bildf (A

′) := Bildf|A′
=

= {b ∈ B | ∃a′ ∈ A′, f (a′) = B}.

Urbildf (B
′) := {a ∈ A | ∃b′ ∈ B ′, f (a) = b′}.

1

3

2

a

c

b

4

5

6

d

e

f:A ---> B

A’  = { 4, 5, 6} 

Bild(A’)  = { b,e} Urbild(B’)  = { 1,2,3} 

B’  = { a, c, d} 

Satz 8 Sei φ : G → H ein Homomorphismus. Seien G ′ ⊆ G, H ′ ⊆ H

Untergruppen. Dann ist Bildφ(G
′) und Urbildφ(H

′) Untergruppen von

jeweils H und G.

In Worten: Homomorphismen führen Untergruppen in Untergruppen
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Also, ist φ(a) eine Bijektion,



Beweis. Wir fassen Sn als die Gruppe von Bijektionen von G

nach G auf, und definieren φ : G → Sn wie folgt: φ(a)
︸︷︷︸

∈Sn

(b) = ab.

Behauptung 1: φ ist wohldefiniert: für jedes a ∈ G ist φ(a) eine
Bijektion von G nach G .
Injektivität von φ(a): Ist φ(a)(x) = φ(a)(y), so ist ax = ay und,
nach multiplizieren mit a−1, ist x = y .
Surjektivität von φ(a): Z.z.: ∀y ∈ G ∃x ∈ G mit
φ(a)(x) = ax = y . Aber das ist erfüllt für x = a−1y .
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