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Bemerkung Wir haben noch nicht die Assoziativitdt bewiesen
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Alle Gruppen oben sind abel'sch (kommutativ)
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(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=-e-(a-b)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=-e-(a-b)= (a-b)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

arb=c(a-b)=(c b)-(a:b) &



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b) = (a-b) D (b 2)-b)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) D (b 2)-b) = c-(c-b)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b) = ab) D (b a)b)=c-(e-b)=c-b=



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b) = ab) D (b a)b)=c-(c-b)=c-b=e.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:

(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:
a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:

(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:
a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element,



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:

(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:
a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:

(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:
a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

ab=c-(a-b)=(c b)-(a-b) L co((b-a)b)=c-(e-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
: (62)

gilt: e



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fiir &

gilt: e =



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
gilt: e (2L % 5 o



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
L (G2)fir e, (x)
gilt: e = €-e=



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fiir e

gilt: e = €-e=e-& =



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

ab=c-(a-b)=(c b)-(a-b) L co((b-a)b)=c-(e-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire

gilt: e = €-e=e-& = &

Seia€ G.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b€ G



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a=e



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b =e.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

da- e =



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a-e=a-(b-a)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a'e:a~(b~a)(G:1)(a~b)‘a



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a'e:a'(b~a)(Gzl)(a~b)«a:e‘a(i2)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a'e:a'(b~a)(Gzl)(a~b)«a:e‘a(i2)a.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

(61) (62)

a-e=a-(b-a) = (a-b)-a=e-a = a

Beweis von (ii):



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a'e:a'(b~a)((il)(a~b)«a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b € G



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

(G*l)(a~b)‘a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b € G und es gelte: b-a=e=bh-a.

a-e=a-(b-a)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a-e=a-(b-a) (Gzl)(a~b)‘a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b € G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z.:
b=b.



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a-e=a-(b-a) (Gzl)(a~b)‘a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b€ G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z:
b= b. Es gilt: b 2



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.

Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
(G2) fire , (%) (62) fiir e

gilt: e = €-e=¢e-8& é.

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also
a'e:a'(b~a)(Gzl)(a~b)«a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seiena b,b€ G und es gelte: b-a=e=b-a Zz:
b—b Esgil: 5. e



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a-e=a-(b-a) (Gzl)(a~b)‘a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b€ G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z:
b= b. Es gilt: EQE-e@E-(a-b)



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also

a-e=a-(b-a) (Gzl)(a~b)‘a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b€ G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z:
b= b. Es gilt: EQE-e@E-(a-b) (e



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also
a'e:a'(b~a)(Gzl)(a~b)«a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b€ G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z:
b= b. Es gilt: EQE-e(—i)E-(a-b)(G:l) (b-a)-b



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also
a'e:a'(b~a)(Gzl)(a~b)«a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b€ G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z:
b=b. Esgilt:EQE-e(—i)E-(a-b)(G:l)(E-a)-b:e-b



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also
a'e:a'(b~a)(Gzl)(a~b)«a:e‘a(i2)a.

Beweis von (ii): Seien a,b,b€ G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z:
b=b. Esgilt:EQE-e@E-(a-b)((;:l)(E-a)-b:e-b(g)b



Satz 2 Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein neutrales Element e € G (so dass e - a = a fiir jedes
a€ G). Ferner gilt:Va a-e = a.

(i) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b- a = e gilt. Fiir
dieses b gilt auch: a- b = e.
Bezeichnung: Das Element b € G mit b-a=a- b= e wird mit a~
(bzw. mit —a, falls - = +) bezeichnet.

1

Beweis: Zeige zunichst:
(*) abeGundb-a=e = a-b=-e (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b€ G ein c € G mit ¢ - b = e. Es gilt:

a-b=c-(a-b)= (a-b) ‘D e b)=c-(c-b)=c-b=e.
Beweis von (i) : Sei & € G ein Element, so dass (G2) gilt. Z.z.: e = &. Es
. (G2) fir & (%) . (G2) fire
gilt: e = €-e=e-& = &

Sei a € G. Wir zeigen a- e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit
b-a= e und nach (x) folgt a- b= e. Also
(G1) (G2)

a-e=a-(b-a) = (a-b)-a=e-a = a
Beweis von (ii): Seien a,b,b € G und es gelte: b-a=e=b-a. Z.z.:
b=h Esgit: 5b25.-e Db (a-5) 'L (h-a)-b=e-b'P b O



Folgerung



Folgerung Sei (G, ) Gruppe,



Folgerung Sei (G,-) Gruppe, a,b € G.



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:
(@) (@) '=a



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

G) ()t =a
(b) (a-b)yt=b"1.271



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:
(a) (@) t=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a)



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:
(@) (@) '=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von 2%, d.h. a-a 1 =e.



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:
(a) (@) t=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
Definition gilt =% - a = e,



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:
(a) (@) t=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
Definition gilt a=1 - a = e, und nach Satz 2,



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:
(a) (@) t=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
Definition gilt a=! - a = e, und nach Satz 2, Aussage (ii),



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

(@) (@) '=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
Definition gillc a~!.a=e, und nach Satz 2, Aussage (ii), folgt

daraus a-a 't = e.



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

(@) (@) '=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
Definition gilt a=! - a = e, und nach Satz 2, Aussage (ii), folgt

daraus a-a !l =e.

(b)



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

(@) (@) '=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
Definition gilt a=! - a = e, und nach Satz 2, Aussage (ii), folgt

daraus a-a !l =e.

(b) Z.z.:



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

(@) (@) '=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
Definition gilt a=! - a = e, und nach Satz 2, Aussage (ii), folgt

daraus a-a !l =e.

(b) Zz: (b71-a71)-(a-b)=e.



Folgerung Sei (G,) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

(@) (@) '=a

(b) (a-b)yt=b"1.271

(c)a-e=a=e-a

Beweis:

(a) Z.z.: aist das Inverse von a—!, d.h. a-a~! = e. Nach
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Exkurs 2 in der Mengenlehre: Surjektion, Injektion und

Bijektion

Sei A, B zwei Mengen, f : A — B sei eine Abbildung

Eine Abbildung f : A — B heiBt Bijektion (oder eine bijektive
Abbildung), falls sie eine Injektion und eine Surjektion ist.



Drei Bilder zusammen

Abbildung: Injektion (Abbildung in)

A B

Abbildung: Surjektion (Abbildung auf)

Abbildung: Bijektion = Surjektion und Injektion
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A, B, C seien die Mengen, f: A— B, g: B — C seien Abbildungen.
Die Verkettung (Komposition, Superposition, Hintereinanderausfiihrung)
von Abildungen g und f ist die Abbildung gof : A— C,

g o f(x) = g(F(x)).

Bsp: A=B=C=R, f(x):=x3 g(x) := cos(x), dann ist die
Verkettung g o f(x) = cos(x?).
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