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eindeutig. Tatsächlich, die Bediengung P(xi ) = f (xi ) ist das
folgende System von Gleichungen8>>><>>>: a0 + a1x0 + a2x2

0 + ... + anxn
0 = f (x0)

.

.

.

a0 + a1xn + a2x2
n + ... + anxn

n = f (xn)

Das System besteht aus n + 1 linearen Gleichungen



Ein Vorschlag: Wähle n + 1 verschiedenen Punkten x0, ..., xn auf
[a, b] und suche ein Polynom P, Grad(P) ≤ n, s.d. P(xi ) = f (xi ).
Hausaufgabe 3 Blatt 9: Solches Polynom existiert und ist
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P(xk) = 0 für k 6= i (weil oben ein Faktor = 0 ist).
Dann ist P :=

∑

i f (xi )Pi das gesuchte Polynom:



Interpolations-Polynom von Lagrange (1736-1813)

Pi :=

n∏

j = 0
j 6= i

(x − xj)

n∏

j = 0
j 6= i

(xi − xj)

=
(x − x0)(x − x1)...(x − xi−1)(x − xi+1)...(x − xn)

(xi − x0)(xi − x1)...(xi − xi−1)(xi − xi+1)...(xi − xn)

∈ R[x ] (des Grades n). Dessen Eigenschaft: P(xi ) = 1 (weil oben und
unten gleiche Ausdrücke stehen)
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mindestens n + 1 Nullstellen. (Auf jedem Intervall zwischen zwei
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.

Also,
φ(n+1) = f (n+1) − K (n + 1)!,und deswegen

φ(n)(y0) = f (n)(y0) − K (n + 1)!, und deswegen K = f (n+1)(y0)
(n+1)! .

Also, f (y)−P(y) = f (n+1)(y0)ω(y0)
(n+1)! . Da (n + 1)! sehr schnell wächst,

approximiert P die Funktion f sehr gut, falls n groß genug ist, und
falls die höhere Ableitungen von f beschränkt sind.
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ε−Gitters (d.h. in Punkten x , x ± ε, x ± 2ε, wobei ε klein ist), mit Hilfe
eines numerischen oder technischen Verfahrens berechnet. Wie kann man
deren k−Ableitung berechnen?
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eines numerischen oder technischen Verfahrens berechnet. Wie kann man
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eines numerischen oder technischen Verfahrens berechnet. Wie kann man
deren k−Ableitung berechnen? Ein Vorschlag: Nehme 2n + 1 > k
nebeneinander liegenden Punkten des Gitters, z.B.
x0, x±1 = x0 ± ε, ..., x±n = x0 ± nε,
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Numerische Methoden, die Ableitung zu berechnen.
Angenommen, wir haben die Werte einer Funktion f in Punkten eines
ε−Gitters (d.h. in Punkten x , x ± ε, x ± 2ε, wobei ε klein ist), mit Hilfe
eines numerischen oder technischen Verfahrens berechnet. Wie kann man
deren k−Ableitung berechnen? Ein Vorschlag: Nehme 2n + 1 > k
nebeneinander liegenden Punkten des Gitters, z.B.
x0, x±1 = x0 ± ε, ..., x±n = x0 ± nε, konstruiere das Lagrange-Polynom
s.d. P(x±i ) = f (x±i ), und berechne deren k−te Ableitung im x0.
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Numerische Methoden, die Ableitung zu berechnen.
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eines numerischen oder technischen Verfahrens berechnet. Wie kann man
deren k−Ableitung berechnen? Ein Vorschlag: Nehme 2n + 1 > k
nebeneinander liegenden Punkten des Gitters, z.B.
x0, x±1 = x0 ± ε, ..., x±n = x0 ± nε, konstruiere das Lagrange-Polynom
s.d. P(x±i ) = f (x±i ), und berechne deren k−te Ableitung im x0.
(Mann kann nur k + 1 Punkte aus {x±n, ..., x0} nehmen)
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Numerische Methoden, die Ableitung zu berechnen.
Angenommen, wir haben die Werte einer Funktion f in Punkten eines
ε−Gitters (d.h. in Punkten x , x ± ε, x ± 2ε, wobei ε klein ist), mit Hilfe
eines numerischen oder technischen Verfahrens berechnet. Wie kann man
deren k−Ableitung berechnen? Ein Vorschlag: Nehme 2n + 1 > k
nebeneinander liegenden Punkten des Gitters, z.B.
x0, x±1 = x0 ± ε, ..., x±n = x0 ± nε, konstruiere das Lagrange-Polynom
s.d. P(x±i ) = f (x±i ), und berechne deren k−te Ableitung im x0.
(Mann kann nur k + 1 Punkte aus {x±n, ..., x0} nehmen)
Z.B. Gegeben sind f (x0 − ε), f (x0 + ε).
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x0, x±1 = x0 ± ε, ..., x±n = x0 ± nε, konstruiere das Lagrange-Polynom
s.d. P(x±i ) = f (x±i ), und berechne deren k−te Ableitung im x0.
(Mann kann nur k + 1 Punkte aus {x±n, ..., x0} nehmen)
Z.B. Gegeben sind f (x0 − ε), f (x0 + ε). Zu berechnen (approximativ):
f ′(x0).
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Numerische Methoden, die Ableitung zu berechnen.
Angenommen, wir haben die Werte einer Funktion f in Punkten eines
ε−Gitters (d.h. in Punkten x , x ± ε, x ± 2ε, wobei ε klein ist), mit Hilfe
eines numerischen oder technischen Verfahrens berechnet. Wie kann man
deren k−Ableitung berechnen? Ein Vorschlag: Nehme 2n + 1 > k
nebeneinander liegenden Punkten des Gitters, z.B.
x0, x±1 = x0 ± ε, ..., x±n = x0 ± nε, konstruiere das Lagrange-Polynom
s.d. P(x±i ) = f (x±i ), und berechne deren k−te Ableitung im x0.
(Mann kann nur k + 1 Punkte aus {x±n, ..., x0} nehmen)
Z.B. Gegeben sind f (x0 − ε), f (x0 + ε). Zu berechnen (approximativ):
f ′(x0).
Lagrange-Polynom P mit P(x0 ± ε) = f (x0 ± ε) ist
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Zählen im Binärsystem: Seien αn, αn−1, ..., α0 ∈ {0, 1}.
αnαn−1...α0 sei die Zahl αn · 2

n + αn−1 · 2
n−1 · ... + α0.

Bsp. 1100112 = 25 + 24 + 0 + 0 + 2 + 1 =



Codierungstheorie

Ziel. Wir wollen Fehler, die bei der Übermittlung von Daten auftreten
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und kein Strom repräsentiert. (oder durch Licht und kein Licht in einigen
modernen Leitung, oder polarisiert/nicht polarisiert in DVD)

Wie werden die Daten übertragen bzw. gespeichert: verinfaches

Bsp. Man will ein Wort übertragen. Man codiert die Buchstaben eines

Alphabet mit Hilfe von binäre Zahlen: 000012 = A, 000102 = B,

000112 = C ,



Codierungstheorie

Ziel. Wir wollen Fehler, die bei der Übermittlung von Daten auftreten
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durch z.B. Internet werden diese beiden Zustände natürlich durch Strom
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jedem v ∈ V höchstens ein w ∈ C mit dH(v ,w) ≤ λ.
Beweis.



Lemma 46 Sei C ⊆ V ein λ-fehlerkorrigierender Code. Dann gibt es zu
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Gewünschte. Sei B̃ die Matrix der Abbildung. Nach Konstruktion haben
wir B̃B = Idk , also, wenn wir eine codierte nachricht decodieren,



Codierung: Sei B die (n × k) matrix s.d. Bei = bi . Dann Codieren wir
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n−k

zusammen mit den zugehörigen x s.d. f (x) = y , für die dH(x , 0) ≤ λ gilt.

Die Liste ist nicht gross.



Fehlerkorrigierung: Wähle eine lineare surjektive Abbildung
f : (Z2)

n → (Z2)
n−k mit Kernf = C .

Z.B. betrachte die Basis {b1, ..., bk , bk+1, ..., bn} wie oben, und definiere

f (bi ) =

{
~0 falls i ≤ k

ei−k falls i > k

Die (n − k × n) Matrix der Abbildung f heißt die Kontrollmatrix des
Codes. Ist f (v) = ~0, so v ∈ C .

Nenne y ∈ (Z2)
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n−k

zusammen mit den zugehörigen x s.d. f (x) = y , für die dH(x , 0) ≤ λ gilt.

Die Liste ist nicht gross.

Eine empfangene Nachricht v ∈ (Z2)
n, die möglicherweise verfälscht
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Z.B. betrachte die Basis {b1, ..., bk , bk+1, ..., bn} wie oben, und definiere

f (bi ) =

{
~0 falls i ≤ k

ei−k falls i > k

Die (n − k × n) Matrix der Abbildung f heißt die Kontrollmatrix des
Codes. Ist f (v) = ~0, so v ∈ C .

Nenne y ∈ (Z2)
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Empfangene Nachricht v ∈ (Z2)
n

↓

Berechne y = f (v)

↓

Ist y zulässig?
nein
→

Fehlerkorrektur
nicht möglich

↓ Ja

Setze w := v − x
( x s.d. f (x) = y mit
dH(x , 0) ≤ λ )

↓

w ist die gesendete Nachricht

Man kann x = v − w als den
”
Fehlervektor“ ansehen.
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1. Man übersetzt die Filmen in einer Folge aus 0 und 1
(Digitalisierung)

2. Man archiviert sie (versucht diese Folge möglich klein zu
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kommen,



Wie speichert man die Filmen auf DVD?
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