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Hörsaal (Am Steiger 3, Ecke
Steiger/Humboldtstr) statt.

◮ Hauptzulassungskriterium: 126 Punkten
für Hausaufgaben + Probe-Klausur +
Bonusblätter

◮ Keine Hilfsmittel sind zugelassen (außer
dem Schreibstift/Bleistift). Papier wird
gegeben.

◮ Ausweiskontrolle: bitte die Ausweise mitbringen



Prüfung-Klausur

◮ Findet am Montag, 25.2.2008,
12:00-15:00 (Zweistundig), in Döbereiner
Hörsaal (Am Steiger 3, Ecke
Steiger/Humboldtstr) statt.

◮ Hauptzulassungskriterium: 126 Punkten
für Hausaufgaben + Probe-Klausur +
Bonusblätter

◮ Keine Hilfsmittel sind zugelassen (außer
dem Schreibstift/Bleistift). Papier wird
gegeben.

◮ Ausweiskontrolle: bitte die Ausweise mitbringen

◮ Essen/Trinken/Einzeln Raus gehen ist erlaubt, aber nicht erwünscht
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Hörsaal (Am Steiger 3, Ecke
Steiger/Humboldtstr) statt.

◮ Hauptzulassungskriterium: 126 Punkten
für Hausaufgaben + Probe-Klausur +
Bonusblätter

◮ Keine Hilfsmittel sind zugelassen (außer
dem Schreibstift/Bleistift). Papier wird
gegeben.

◮ Ausweiskontrolle: bitte die Ausweise mitbringen

◮ Essen/Trinken/Einzeln Raus gehen ist erlaubt, aber nicht erwünscht
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◮ Innerhalb der zwei Wochen nach der Veröffentlichung können Sie
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Klausurstruktur: wie Probeklausur

◮ Etwa die Hälfte: veränderte Haus/Bonusaufgaben

◮ Verständnisaufgaben

◮ Theoretische Aufgaben: Definitionen werden abgefragt. Sätze
werden abgefragt.

◮ Ein Satz aus der Liste kommt mit dem Beweis.

◮ Satz 10 (Von Cayley)
◮ Satz 25 (Äquivalente Definitionen von Basis)
◮ Lemma 16 (Austauschlemma)
◮ Satz 29 (Haupsatz der linearen Algebra)
◮ Satz 31 (Erste Dimensionformel und Folgerung davon)
◮ Lemma 24 (Eindeutigkeit der Determinante)
◮ Satz 55 (1ster Kriterium für Diaganalisierbarkeit)
◮ Satz 59 (Klassifikationssatz für Biliniarformen)
◮ Satz 65 (Diagonalizierbarkeit von symmetrischen Matrizen)

und Folgerung davon.
◮ Satz 71 Klassifikation von 2-dim Quadriken
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Was müssen sie nicht kennen und andere Ratschläge

◮ Die Nummerierung von Sätze /Aussagen/ Definition (sie
sollen trotzdem die benutzte Sätze irgendwie spezifizieren;
z.B. nach dem Austauschsatz )

◮ Jede Aufgabe zuerst lesen und verstehen und nur dann lösen

◮ Bitte nicht die ganze Zeit mit einer Aufgabe verbringen

◮ Trotzdem, nach dem Sie die Aufgabe gelöst haben, prüfen Sie
sie noch einmal.

◮ Sie bekommen wenige Zeit und die Hausaufgaben sind
komplizierter: bitte sich gut vorbereiten
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Beweis. Es ist eine einfache Übung, die definierte Eigenschaften
(V 1 −−V 4) eines Vektorraum nachzuweisen. Wir zeigen, dass die
Elemente der Form ei1 ⊗ ...⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ...⊗ e∗jq (i) linearunabhängig und

(ii) erzeugend sind.

Angenommen
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ...⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ...⊗ e∗jq = 0. Dann
ist

0 =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
1 , ..., e∗p , e1, ..., eq)

Nur eine Summante ist 6= 0
= λ

1...p
1...q · 1. Also, λ

1...p
1...q = 0. Analog zeigt man, dass

alle λ
i1...ip
j1...jq

sind = 0.



(ii) Wir zeigen



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq)



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq)



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )

Weil nur ein Term 6= 0 ist
=



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )

Weil nur ein Term 6= 0 ist
= λ

i1...ip
j1...jq

− λ
i1...ip
j1...jq



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )

Weil nur ein Term 6= 0 ist
= λ

i1...ip
j1...jq

− λ
i1...ip
j1...jq

= 0.



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )

Weil nur ein Term 6= 0 ist
= λ

i1...ip
j1...jq

− λ
i1...ip
j1...jq

= 0.

Da T0(ξ1, ..., ξp, v1, ..., vq) wegen Multilinearität eine Linearkombination
von T0(e

∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) ist



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )

Weil nur ein Term 6= 0 ist
= λ

i1...ip
j1...jq

− λ
i1...ip
j1...jq

= 0.

Da T0(ξ1, ..., ξp, v1, ..., vq) wegen Multilinearität eine Linearkombination
von T0(e

∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) ist (falls nicht offensichtlich, sieh Beweis von

Satz 59



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )

Weil nur ein Term 6= 0 ist
= λ

i1...ip
j1...jq

− λ
i1...ip
j1...jq

= 0.

Da T0(ξ1, ..., ξp, v1, ..., vq) wegen Multilinearität eine Linearkombination
von T0(e

∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) ist (falls nicht offensichtlich, sieh Beweis von

Satz 59), ist deswegen T0 ≡ 0



(ii) Wir zeigen: die Menge
{ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq}i1,...,ip,j1,...,jq∈{1,...,n} ist erzeugend. Sei

T ∈ V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Setze λ
i1...ip
j1...jq

= T (e∗1 , ..., e∗p , e1, ..., eq) und

T0 := T −
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

e∗i1 ⊗ ... ⊗ e∗ip ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejq .
Wir zeigen: der Tensor T0 nimmt den Wert 0 auf
(e∗i1 , ..., e

∗
ip
, ej1 , ..., ejq ) ∈ V ∗p × V q:

T0(e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) = T (e∗i1 , ..., e

∗
ip
⊗ ej1 , ..., ejq ) −

∑

i1,...,ip,j1,...,jq
λ

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq (e
∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq )

Weil nur ein Term 6= 0 ist
= λ

i1...ip
j1...jq

− λ
i1...ip
j1...jq

= 0.

Da T0(ξ1, ..., ξp, v1, ..., vq) wegen Multilinearität eine Linearkombination
von T0(e

∗
i1
, ..., e∗ip , ej1 , ..., ejq ) ist (falls nicht offensichtlich, sieh Beweis von

Satz 59), ist deswegen T0 ≡ 0,





Bsp.



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v)



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2, nach 1ste Dimensionsformel
genugend es zu zeigen



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2, nach 1ste Dimensionsformel
genugend es zu zeigen, dass nur 0−Endomorphismus auf
0−Element des Raums V ⊗ V ∗ abgebildet wird



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2, nach 1ste Dimensionsformel
genugend es zu zeigen, dass nur 0−Endomorphismus auf
0−Element des Raums V ⊗ V ∗ abgebildet wird.
Sei f (v) 6= 0. Dann existiert ein ξ ∈ V ∗ mit ξ(v) 6= 0



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2, nach 1ste Dimensionsformel
genugend es zu zeigen, dass nur 0−Endomorphismus auf
0−Element des Raums V ⊗ V ∗ abgebildet wird.
Sei f (v) 6= 0. Dann existiert ein ξ ∈ V ∗ mit ξ(v) 6= 0. Dann ist
Tf (ξ, v) = ξ(v)



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2, nach 1ste Dimensionsformel
genugend es zu zeigen, dass nur 0−Endomorphismus auf
0−Element des Raums V ⊗ V ∗ abgebildet wird.
Sei f (v) 6= 0. Dann existiert ein ξ ∈ V ∗ mit ξ(v) 6= 0. Dann ist
Tf (ξ, v) = ξ(v) 6= 0



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2, nach 1ste Dimensionsformel
genugend es zu zeigen, dass nur 0−Endomorphismus auf
0−Element des Raums V ⊗ V ∗ abgebildet wird.
Sei f (v) 6= 0. Dann existiert ein ξ ∈ V ∗ mit ξ(v) 6= 0. Dann ist
Tf (ξ, v) = ξ(v) 6= 0



Bsp. Wir werden Endomorphismen V → V mit (1, 1)−Tensoren
identifizieren:
Den Endomorphismus f : V → V identifizieren wir mit dem
(1, 1)−Tensor Tf : V ∗ ⊗ V → K, Tf (ξ, v) = ξ(f (v)).
Die Abbildung f 7→ Tf ist ein Vektorraumisomorphismus: da
dim(Mat(n, n)) = dim(V ⊗ V ∗) = n2, nach 1ste Dimensionsformel
genugend es zu zeigen, dass nur 0−Endomorphismus auf
0−Element des Raums V ⊗ V ∗ abgebildet wird.
Sei f (v) 6= 0. Dann existiert ein ξ ∈ V ∗ mit ξ(v) 6= 0. Dann ist
Tf (ξ, v) = ξ(v) 6= 0,



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung.



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq .

Operationen mit Tensoren in Koordinaten



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq .

Operationen mit Tensoren in Koordinaten:

(λT + µS)
i1,...,ip
j1,...,jq



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq .

Operationen mit Tensoren in Koordinaten:

(λT + µS)
i1,...,ip
j1,...,jq

= λT
i1,...,ip
j1,...,jq

+ µS
i1,...,ip
j1,...,jq



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq .

Operationen mit Tensoren in Koordinaten:

(λT + µS)
i1,...,ip
j1,...,jq

= λT
i1,...,ip
j1,...,jq

+ µS
i1,...,ip
j1,...,jq

(Weil Koordinatenabbildung

linear ist



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq .

Operationen mit Tensoren in Koordinaten:

(λT + µS)
i1,...,ip
j1,...,jq

= λT
i1,...,ip
j1,...,jq

+ µS
i1,...,ip
j1,...,jq

(Weil Koordinatenabbildung

linear ist (Lemma 18)).

(T ⊗ S)
i1,...,ip+p′

j1,...,jq+q′



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq .

Operationen mit Tensoren in Koordinaten:

(λT + µS)
i1,...,ip
j1,...,jq

= λT
i1,...,ip
j1,...,jq

+ µS
i1,...,ip
j1,...,jq

(Weil Koordinatenabbildung

linear ist (Lemma 18)).

(T ⊗ S)
i1,...,ip+p′

j1,...,jq+q′
= T

i1,...,ip
j1,...,jq

· S
ip+1,...,ip+p′

jq+1,...,jq+q′
.



Schreibweise für Koordinaten von Tensoren

Bezeichnung. Sei e1, ..., en eine Basis in V . Dann nach Satz 73 bilden
die Elemente ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq eine Basis in V⊗p ⊗ V ∗⊗q. Die

Koordinaten des Tensors T in der Basis werden T
i1,...,ip
j1,...,jq

bezeichnet:

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq
T

i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ... ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ... ⊗ e∗jq .

Operationen mit Tensoren in Koordinaten:

(λT + µS)
i1,...,ip
j1,...,jq

= λT
i1,...,ip
j1,...,jq

+ µS
i1,...,ip
j1,...,jq

(Weil Koordinatenabbildung

linear ist (Lemma 18)).

(T ⊗ S)
i1,...,ip+p′

j1,...,jq+q′
= T

i1,...,ip
j1,...,jq

· S
ip+1,...,ip+p′

jq+1,...,jq+q′
.



Wichtige Klassen von Tensoren



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung:



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq =



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} =



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp.



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp. (0, 2)−Tensoren sind nach Definition Bilinearformen



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp. (0, 2)−Tensoren sind nach Definition Bilinearformen.

S2 =



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp. (0, 2)−Tensoren sind nach Definition Bilinearformen.

S2 =







�
1 2
1 2

�| {z }
σ1

,

�
1 2
2 1

�| {z }
σ2

,







.



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp. (0, 2)−Tensoren sind nach Definition Bilinearformen.

S2 =







�
1 2
1 2

�| {z }
σ1

,

�
1 2
2 1

�| {z }
σ2

,







.

Also, Symmetrie des (0, 2)−Tensors b bedeutet



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp. (0, 2)−Tensoren sind nach Definition Bilinearformen.

S2 =







�
1 2
1 2

�| {z }
σ1

,

�
1 2
2 1

�| {z }
σ2

,







.

Also, Symmetrie des (0, 2)−Tensors b bedeutet, dass

b(v1, v2)



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp. (0, 2)−Tensoren sind nach Definition Bilinearformen.

S2 =







�
1 2
1 2

�| {z }
σ1

,

�
1 2
2 1

�| {z }
σ2

,







.

Also, Symmetrie des (0, 2)−Tensors b bedeutet, dass

b(v1, v2)
Immer erfüllt
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= b(vσ1(1), vσ1(2)) und

b(v1, v2) = b(vσ2(1), vσ2(2))
Def. von symmetrischen Bilinearformen

= b(v2, v1).

In Koordinaten: Ein (0, q)-Tensor T ist g.d. symmetrisch, falls ∀σ ∈ Sq

Ti1,...,iq = Ti
σ(1),...,iσ(q)

.

Lemma 41 Symmetrische (0, q)−Tensoren bilden einen
Untervektorraum im Raum von (0, q)−Tensoren.

Beweis.



Wichtige Klassen von Tensoren

Def. 62 Ein (0, q) Tensor T heißt symmetrisch, falls für jeder σ ∈ Sq

gilt: T (v1, ..., vq) = T (vσ(1), ..., vσ(q)).

Wiederholung: Sq = S{1,...,q} = {σ : {1, ..., q} → {1, ..., q} | σ bijektiv ist }.

Bsp. (0, 2)−Tensoren sind nach Definition Bilinearformen.

S2 =







�
1 2
1 2

�| {z }
σ1

,

�
1 2
2 1

�| {z }
σ2

,







.

Also, Symmetrie des (0, 2)−Tensors b bedeutet, dass

b(v1, v2)
Immer erfüllt
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