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Hausaufgabe:
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2. In Analysis von Funktionen von mehreren Variablen:



Warum sind Quadriken interessant

1. Vor 100 Jahren: Nach Kepler’sche Gesetze sind die Bahnkurven von
astronomischen Objekten Quadriken (z.B. Planetenorbiten sind Ellipsen).
Um die Koordinaten seines Schiffs (im See) auszurechnen, kann Kapitän
nur astronomische Objekten (+ präzise Uhr) benutzen; die Geometrie
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2. In Analysis von Funktionen von mehreren Variablen: Mehrdimensionale
Tailor-Reihe (Ana II)

Satz (Tailorentwicklung, Ana II) Sei f : R
n → R eine glatte Funktion (z.B.

die dritte partielle Ableitungen
︸ ︷︷ ︸

mehrdimensionale verallgemeinerung von Ableitung; wird in Ana II erklärt
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existieren

und sind stetig). Sei z =

0BB�z1

.

.

.

zn

1CCA ein Punkt. Dann gilt:

f (x) := f (z)|{z}
a0

+

nX
i=1

∂f

∂xi

(z) · (xi − zi )| {z }
at (x−z)

+ 1
2

nX
i,j=1

∂2f

∂xi ∂xj

(z)(xi − zi )(xj − zj )| {z }
(x−z)t A(x−z)

+ Rest(x − z)| {z }
mit

Rest(x−z)

|x−z|2

für x → z
−→ 0

Also, bis zum Rest(x − z) (das in der nähe von z klein ist),
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nur astronomische Objekten (+ präzise Uhr) benutzen; die Geometrie
von Quadriken spielte deswegen große Rolle in Ausbildung der Kapitäne.
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Lemma 39 Es gilt:

(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
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Bemerkung. In LAAG II wird bewiesen, dass affine Isomophismen die
Bijektionen sind, die Geraden in Geraden überführen.



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a)



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b, und ist lösbar



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b, und ist lösbar, weil f surjektiv ist



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b, und ist lösbar, weil f surjektiv ist.
F ist injektiv: ist F (x) = F (y)



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b, und ist lösbar, weil f surjektiv ist.
F ist injektiv: ist F (x) = F (y), so ist f (x) + b = f (y) + b.



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b, und ist lösbar, weil f surjektiv ist.
F ist injektiv: ist F (x) = F (y), so ist f (x) + b = f (y) + b. Dann ist
f (x) = f (y) und deswegen x = y , weil f injektiv ist



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b, und ist lösbar, weil f surjektiv ist.
F ist injektiv: ist F (x) = F (y), so ist f (x) + b = f (y) + b. Dann ist
f (x) = f (y) und deswegen x = y , weil f injektiv ist.
(b) Nach Satz 3 ist die Menge von allen Bijektionen eine Gruppe



(a) Jeder affine Isomorphismus ist eine Bijektion.
(b) Affine Isomorphismen von V bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung.

Beweis. (a) F ist surjektiv: für jedes w ∈ V die Gleichung F (x) = w
ist die Gleichung f (x) = w − b, und ist lösbar, weil f surjektiv ist.
F ist injektiv: ist F (x) = F (y), so ist f (x) + b = f (y) + b. Dann ist
f (x) = f (y) und deswegen x = y , weil f injektiv ist.
(b) Nach Satz 3 ist die Menge von allen Bijektionen eine Gruppe. Nach
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Bemerkung Dies ist die Formel für die Gleichung der Quadrik BildF (Q).



Formel (∗∗) für erweiterte Matirzen
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überführen sodass höchstens ein von ak+1, ..., an, a0 ungleich 0 ist.

Satz 69’ Man kann jede
Quadrik mit Hilfe einer Iso-
metrie in eine Quadrik mit
der erweiterten Matrix rechts
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Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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8>>>>><>>>>>: c 6= 0 Hyperbel



Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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8>>>>><>>>>>: c 6= 0 Hyperbel
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):

(x y)
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+ c = 0 ⇐⇒ λx2 = −c entspricht



Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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(x y)

�
λ

−µ

��
x

y

�
+ c = 0 ⇐⇒ λx2 − µy2 = −c entspricht
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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8<: c = 0 Punkt
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�
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8>>>>><>>>>>: c 6= 0 Hyperbel
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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8<: c = 0 Punkt
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8>>>>><>>>>>: c 6= 0 Hyperbel
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Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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�
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c 6= 0 Parabel



Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):

(x y)
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�
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c 6= 0 Parabel



Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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8>>>>><>>>>>: c 6= 0 Hyperbel
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�
c = 0 eine Gerade
c 6= 0 Parabel

Wiederholung (Vorlesung 23, Satz 67)



Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):

(x y)
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+ c = 0 ⇐⇒ λx2 + µy2 = −c entspricht

8<: c = 0 Punkt
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c < 0 Ellipse
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�
= 0 ⇐⇒ λx2 = −cy entspricht

�
c = 0 eine Gerade
c 6= 0 Parabel

Wiederholung (Vorlesung 23, Satz 67) Jede Isometrie von
(Rn, 〈 , 〉standard)



Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):

(x y)

�
λ

µ

��
x

y

�
+ c = 0 ⇐⇒ λx2 + µy2 = −c entspricht
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8>>>>><>>>>>: c 6= 0 Hyperbel
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= 0 ⇐⇒ λx2 = −cy entspricht

�
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c 6= 0 Parabel

Wiederholung (Vorlesung 23, Satz 67) Jede Isometrie von
(Rn, 〈 , 〉standard) kann man in der Form x 7→ b + Ox darstellen, wobei O
orthogonal ist.



Folgerung Bis zum einer Isometrie, ist jede Quadrik in R
2 (mit

Standard-Skalarprodukt) Ellipse, Hyperbel, Parabel, Punkt, Gerade, Zwei
Geraden, oder ∅.
Beweis der Folgerung: Nach Satz 69 sieht die Gleichung einer Quadrik
nach einer geeigneten Isometrie wie folgt aus (λ > 0, µ > 0):
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8<: c = 0 Punkt
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�
= 0 ⇐⇒ λx2 = −cy entspricht

�
c = 0 eine Gerade
c 6= 0 Parabel

Wiederholung (Vorlesung 23, Satz 67) Jede Isometrie von
(Rn, 〈 , 〉standard) kann man in der Form x 7→ b + Ox darstellen, wobei O
orthogonal ist. Jede Abbildung der Form ist eine Isometrie.



Satz 70



Satz 70 Man kann jede Quadrik



Satz 70 Man kann jede Quadrik mit Hilfe eines affinen Isomorphismus



Satz 70 Man kann jede Quadrik mit Hilfe eines affinen Isomorphismus
in eine Quadrik der Form



Satz 70 Man kann jede Quadrik mit Hilfe eines affinen Isomorphismus
in eine Quadrik der Form
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xn

1CCA + a0 = 0

überführen,



Satz 70 Man kann jede Quadrik mit Hilfe eines affinen Isomorphismus
in eine Quadrik der Form

(x1 · · · xn)

0BBBBBBBBBBBB�±1
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.
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1CCA + (0 · · · 0| {z }
k

ak+1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA + a0 = 0

überführen, sodass höchstens ein von ak+1, ..., an, a0 ungleich 0 ist



Satz 70 Man kann jede Quadrik mit Hilfe eines affinen Isomorphismus
in eine Quadrik der Form

(x1 · · · xn)

0BBBBBBBBBBBB�±1
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0
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.
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xn

1CCA + (0 · · · 0| {z }
k

ak+1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA + a0 = 0

überführen, sodass höchstens ein von ak+1, ..., an, a0 ungleich 0 ist (man
kann es sogar ±1 machen).



Satz 70 Man kann jede Quadrik mit Hilfe eines affinen Isomorphismus
in eine Quadrik der Form

(x1 · · · xn)

0BBBBBBBBBBBB�±1

.
.
.

±1
0

.
.
.

0

1CCCCCCCCCCCCA0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA + (0 · · · 0| {z }
k

ak+1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA + a0 = 0

überführen, sodass höchstens ein von ak+1, ..., an, a0 ungleich 0 ist (man
kann es sogar ±1 machen).

Man kann jede
Quadrik mit Hilfe
einer affinen
Abbildung in
eine Quadrik
mit der rechst
stehenden erwei-
terten Matrix
überführen (Wo-
bei höchstens ein
von ak+1...a0
ungleich 0 ist.)
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.
.
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0 · · · · · · · · · · · · 0
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2
· · ·

an
2

a0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



Folgerung



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis,



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1,



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1, die
Standard-Parabel y = x2,



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1, die
Standard-Parabel y = x2, Punkt,



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1, die
Standard-Parabel y = x2, Punkt, Gerade,



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1, die
Standard-Parabel y = x2, Punkt, Gerade, Zwei Geraden
[(x − y)(x + y) = 0



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1, die
Standard-Parabel y = x2, Punkt, Gerade, Zwei Geraden
[(x − y)(x + y) = 0 oder x2 = 1],



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1, die
Standard-Parabel y = x2, Punkt, Gerade, Zwei Geraden
[(x − y)(x + y) = 0 oder x2 = 1], oder ∅.



Folgerung Bis zum einer affinen Abbildung, ist jede Quadrik in
R

2 ein Kleis, die Standard-Hyperbel x2 − y2 = 1, die
Standard-Parabel y = x2, Punkt, Gerade, Zwei Geraden
[(x − y)(x + y) = 0 oder x2 = 1], oder ∅.
(Beweis wie von der Folgerung aus dem Satz 65)



Schema des Beweises von Satz 69:



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis.



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F ,



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist.



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik,



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen,



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist.



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie.



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik,



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x +



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +
�
2A

′
b + (a

′
)
t
�| {z }

a′′

t
x +



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +
�
2A

′
b + (a

′
)
t
�| {z }

a′′

t
x + a

t
b + a0| {z }
a′
0



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +
�
2A

′
b + (a

′
)
t
�| {z }

a′′

t
x + a

t
b + a0| {z }
a′
0

= 0.



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +
�
2A

′
b + (a

′
)
t
�| {z }

a′′

t
x + a

t
b + a0| {z }
a′
0

= 0.

Da A′ wie oben ist,



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +
�
2A

′
b + (a

′
)
t
�| {z }

a′′

t
x + a

t
b + a0| {z }
a′
0

= 0.

Da A′ wie oben ist, können wir b so wählen,



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +
�
2A

′
b + (a

′
)
t
�| {z }

a′′

t
x + a

t
b + a0| {z }
a′
0

= 0.

Da A′ wie oben ist, können wir b so wählen, dass

a′′ = (0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

k

ak+1 · · · an)



Schema des Beweises von Satz 69: Wir werden die Gleichung der
Quadrik schrittweise verbessern (mit Hilfe von Isometrien)
Beweis. Man betrachte die Isometrie F , sodass F−1 durch
F−1(x) = ~0 + Ox = Ox gegeben ist, wobei O orthogonal ist. Nach
Lemma 40 ist Q1 := BildF (Q) eine Quadrik, deren Gleichung

xt O
t
AO| {z }

A′

x +

0BB�2O
t
A b|{z}

~0

+O
t
a

1CCA| {z }
a′

t

x + a
t

b|{z}
~0

+a0| {z }
a0

= 0 ⇐⇒ xt O
t
AO| {z }

A′

x + a
t
O|{z}

(a′)t

x + a0 = 0 ist.

Nach Satz 65 kann man O so wählen, dass

A′ =

0BBBBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA Dann betrachte den affinen Isomorphismus
F1 sodass F−1

1 die Translation
F−1

1 (x) = b + x ist. Er ist auch eine Iso-
metrie. Nach Lemma 40 ist BildF1

(Q1) eine
Quadrik, deren Gleichung

xt Id
t
A
′
Id| {z }

A′

x +
�
2Id

t
A
′
b + Id

t
a
′
�| {z }

a′′

t
x + (a

′
)
t
b + a0| {z }

a′0

= 0 ⇐⇒ xtA′x +
�
2A

′
b + (a

′
)
t
�| {z }

a′′

t
x + a

t
b + a0| {z }
a′
0

= 0.

Da A′ wie oben ist, können wir b so wählen, dass

a′′ = (0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

k

ak+1 · · · an) (für i ≤ k setze bi = − ai

2λi
, sonst bi = 0).



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0),



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist,



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz:



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden sodass o1 proportional zu



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden sodass o1 proportional zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
ist.



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden sodass o1 proportional zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
ist. Dann ist Matrix On−k sodass On−kei = oi



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden sodass o1 proportional zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
ist. Dann ist Matrix On−k sodass On−kei = oi

orthogonal



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden sodass o1 proportional zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
ist. Dann ist Matrix On−k sodass On−kei = oi

orthogonal (da die Basis orthonormal ist), und sie überführt ein vielfaches

von e1



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden sodass o1 proportional zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
ist. Dann ist Matrix On−k sodass On−kei = oi

orthogonal (da die Basis orthonormal ist), und sie überführt ein vielfaches

von e1 in einen Vektor, der zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA proprtional ist.



Ist k = n, oder (ak+1, ..., an) = (0 · · · 0), so sind wir fertig.
Wenn (ak+1, ..., an) 6= (0 · · · 0) ist, betrachte eien (n − k) × (n − k)
orthogonale Matrix On−k sodass (für ein λ ∈ R) gilt

On−k

0BBBB�λ
0

.

.

.
0

1CCCCA=

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
Existenz: Mit Gramm-Schmid’schen Verfaren kann man eine

orthonormale Basis (o1, ..., ok+n) finden sodass o1 proportional zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA
ist. Dann ist Matrix On−k sodass On−kei = oi

orthogonal (da die Basis orthonormal ist), und sie überführt ein vielfaches

von e1 in einen Vektor, der zu

0BB�ak+1

.

.

.
an

1CCA proprtional ist.



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) =



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung

(x1 · · · xn)

0BBBB�1

.
. .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BBBBBBBBBB�λ1

.
. .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung

(x1 · · · xn)

0BBBB�1

.
. .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BBBBBBBBBB�λ1

.
. .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA +

(0 · · · 0an−k · · · an)

0BBBB�1

. . .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA| {z }
xtOa



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung

(x1 · · · xn)

0BBBB�1

.
. .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BBBBBBBBBB�λ1

.
. .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA +

(0 · · · 0an−k · · · an)

0BBBB�1

. . .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA| {z }
xtOa=λxt ek+1



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung

(x1 · · · xn)

0BBBB�1

.
. .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BBBBBBBBBB�λ1

.
. .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA +

(0 · · · 0an−k · · · an)

0BBBB�1

. . .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA| {z }
xtOa=λxt ek+1=λet

k+1
x

+ a′0 = 0



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung

(x1 · · · xn)

0BBBB�1

.
. .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BBBBBBBBBB�λ1

.
. .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA +

(0 · · · 0an−k · · · an)

0BBBB�1

. . .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA| {z }
xtOa=λxt ek+1=λet

k+1
x

+ a′0 = 0 ⇐⇒

(x1 · · · xn)

0BBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung

(x1 · · · xn)

0BBBB�1

.
. .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BBBBBBBBBB�λ1

.
. .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA +

(0 · · · 0an−k · · · an)

0BBBB�1

. . .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA| {z }
xtOa=λxt ek+1=λet

k+1
x

+ a′0 = 0 ⇐⇒

(x1 · · · xn)

0BBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (0 · · · 0| {z }
k

λ 0 · · · 0| {z }
n−k−1

)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA



Man betrachte die Isometrie F2 von R
n mit F−1

2 gegeben durch

F−1
2 (x) = ~0 +

0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA| {z }
Das ist eine orthgonale Matrix, z.B. O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA Nach Lemma 40 ist

Q2 := BildF2
(Q1) eine Quadrik mit der Gleichung

(x1 · · · xn)

0BBBB�1

.
. .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BBBBBBBBBB�λ1

.
. .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BBBB�1

. . .

1
On−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA +

(0 · · · 0an−k · · · an)

0BBBB�1

. . .

1
Ot

n−k

1CCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA| {z }
xtOa=λxt ek+1=λet

k+1
x

+ a′0 = 0 ⇐⇒

(x1 · · · xn)

0BBBBBBBBBB�λ1

. . .

λk
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (0 · · · 0| {z }
k

λ 0 · · · 0| {z }
n−k−1

)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a′0 = 0.



Jetzt betrachte die Isometrie



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n).



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik,



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0.



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0,



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen,



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0.



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).Satz 69 ist

bewiesen.



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).Satz 69 ist

bewiesen. Um Satz 70 zu beweisen, müssen wir noch die passende

”
Skalierung“



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).Satz 69 ist

bewiesen. Um Satz 70 zu beweisen, müssen wir noch die passende

”
Skalierung“

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA 7→

0BB�µ1 · x1

.

.

.
µn · xn

1CCA,



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).Satz 69 ist

bewiesen. Um Satz 70 zu beweisen, müssen wir noch die passende

”
Skalierung“

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA 7→

0BB�µ1 · x1

.

.

.
µn · xn

1CCA, die offensichtlich eine affine Abbildung ist,



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).Satz 69 ist

bewiesen. Um Satz 70 zu beweisen, müssen wir noch die passende

”
Skalierung“

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA 7→

0BB�µ1 · x1

.

.

.
µn · xn

1CCA, die offensichtlich eine affine Abbildung ist,

um die von Null verschiedene Koeffiziente gleich ±1 zu machen.



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).Satz 69 ist

bewiesen. Um Satz 70 zu beweisen, müssen wir noch die passende

”
Skalierung“

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA 7→

0BB�µ1 · x1

.

.

.
µn · xn

1CCA, die offensichtlich eine affine Abbildung ist,

um die von Null verschiedene Koeffiziente gleich ±1 zu machen. (Wie in

Beweis von Folgerung zu Satz 65)



Jetzt betrachte die Isometrie F3 sodass F−1
3 die Translation

F−1
1 (x) = b̄ + x ist mit b̄ = (0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

k

b̄k+1 · · · b̄n). Nach Lemma 40 ist

BildF3
(Q2) eine Quadrik, mit der Gleichung

x t A′

︸︷︷︸

Id tAId

x + a′
t
x + a′

t
b̄ + b̄tA′b̄

︸ ︷︷ ︸

~0

+a′0

︸ ︷︷ ︸

a′′0

= 0. Ist eine a′i 6= 0, so können wir b̄

so wählen, dass a′′0 = 0. (Z.B. b̄ = (0 · · · 0 −a0

b̄i
︸︷︷︸

i−te Stelle

0 · · · 0)).Satz 69 ist

bewiesen. Um Satz 70 zu beweisen, müssen wir noch die passende

”
Skalierung“

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA 7→

0BB�µ1 · x1

.

.

.
µn · xn

1CCA, die offensichtlich eine affine Abbildung ist,

um die von Null verschiedene Koeffiziente gleich ±1 zu machen. (Wie in

Beweis von Folgerung zu Satz 65)



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2:



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ),



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A),



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0.



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.
* ist δ = 0 und ∆ = 0,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.
* ist δ = 0 und ∆ = 0, so ist die Quadrik ein paralleles Geradenpaar.



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.
* ist δ = 0 und ∆ = 0, so ist die Quadrik ein paralleles Geradenpaar.
* ist ∆ = 0 und δ > 0,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.
* ist δ = 0 und ∆ = 0, so ist die Quadrik ein paralleles Geradenpaar.
* ist ∆ = 0 und δ > 0, so ist die Quadrik gleich ∅.



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.
* ist δ = 0 und ∆ = 0, so ist die Quadrik ein paralleles Geradenpaar.
* ist ∆ = 0 und δ > 0, so ist die Quadrik gleich ∅.
* ist ∆ = 0 und δ < 0,



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.
* ist δ = 0 und ∆ = 0, so ist die Quadrik ein paralleles Geradenpaar.
* ist ∆ = 0 und δ > 0, so ist die Quadrik gleich ∅.
* ist ∆ = 0 und δ < 0, so ist die Quadrik ein Geradenpaar mit
Schnittpunkt.



Wie kann man die Normalform (bzgl Affinen
Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R
2 gegeben durch

(x1 · · · xn)

0BB�a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCA0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + (a1 · · · an)

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA + a = 0.

Bezeichnung ∆ = det(ErwQ), δ = det(A), S = spur(A).
Bemerkung Man kann S immer S ≥ 0 machen, indem man die Gleichung
der Quadrik mit −1 multipliziert.
Satz 71 Angenommen S ≥ 0. Es gilt:
* ist δ > 0 und ∆ < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,
* ist δ < 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.
* ist δ = 0 und ∆ 6= 0, so ist die Quadrik eine Parabel.
* ist δ = 0 und ∆ = 0, so ist die Quadrik ein paralleles Geradenpaar.
* ist ∆ = 0 und δ > 0, so ist die Quadrik gleich ∅.
* ist ∆ = 0 und δ < 0, so ist die Quadrik ein Geradenpaar mit
Schnittpunkt.
Bemerkung Nur die Vorzeichen von ∆ und δ werden benutzt



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx .



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q).



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw

Also, ErwQ1
= B t

ErwErwQBErw .



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw

Also, ErwQ1
= B t

ErwErwQBErw . Dann ist det(ErwQ1
) =

det(B t
Erw )det(ErwQ)det(BErw )



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw

Also, ErwQ1
= B t

ErwErwQBErw . Dann ist det(ErwQ1
) =

det(B t
Erw )det(ErwQ)det(BErw )

Weil det(C) = det(C t )
=



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw

Also, ErwQ1
= B t

ErwErwQBErw . Dann ist det(ErwQ1
) =

det(B t
Erw )det(ErwQ)det(BErw )

Weil det(C) = det(C t )
= det(BErw )2

︸ ︷︷ ︸

>0

∆.



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw

Also, ErwQ1
= B t

ErwErwQBErw . Dann ist det(ErwQ1
) =

det(B t
Erw )det(ErwQ)det(BErw )

Weil det(C) = det(C t )
= det(BErw )2

︸ ︷︷ ︸

>0

∆. Also,

Vorzeichen von ∆ wird nicht geändert.



Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw

Also, ErwQ1
= B t

ErwErwQBErw . Dann ist det(ErwQ1
) =

det(B t
Erw )det(ErwQ)det(BErw )

Weil det(C) = det(C t )
= det(BErw )2

︸ ︷︷ ︸

>0

∆. Also,

Vorzeichen von ∆ wird nicht geändert.
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Frage ∆ = det(ErwQ) und mit δ = det(A) nach einem affinen
Isomorphismus F?
Lemma 40: Sei F−1 = b + Bx . Q1 := BildF (Q). Dann ist ErwQ =0BB� Bt ~0

b1 · · · bn 1

1CCA| {z }
Bt

Erw

0BBBBBBB� a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

a1/2

.

.

.
an/2

a1/2 · · · an/2 a0

1CCCCCCCA| {z }
ErwQ

0BBBBBBB� B

B

B

b1

.

.

.
bn

~0t 1

1CCCCCCCA| {z }
BErw

Also, ErwQ1
= B t

ErwErwQBErw . Dann ist det(ErwQ1
) =

det(B t
Erw )det(ErwQ)det(BErw )

Weil det(C) = det(C t )
= det(BErw )2

︸ ︷︷ ︸

>0

∆. Also,

Vorzeichen von ∆ wird nicht geändert.
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Beweis (nur Existenz): Die Gleichung der Quadrik sieht wie folgt aus:

(x y)

 
a11

a12
2a12

2
a22

!�
x

y

�
+ a1x + a2y + a0 = 0



Die Gleichung der Quadrik durch 5 Punkte

Satz 72 Seien X1, ...,X5 5 verschiedenen Punkten in R
2. Dann existiert

genau eine Quadrik Q die diese 5 Punkte enthält.
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