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Trägheitsatz von Silvester

Satz 66 Sei V ein Vektorraum über R mit einer symmetrischen

Bilinearform σ, und sei (b1, ..., bn) eine Basis von V sodass in der Basis

die Matrix von σ wie folgt ist:

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1

.
.
.

1
−1

.
.
.

−1
0

.
.
.

0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA , wobei

auf der Diagonale r Stuck
”
+1“ und s Stuck

”
-1“ steht. Dann sind die

Zahlen r und s eindeutig durch die Bilinearform σ festgelegt.

Insbesondere gilt:

r = max{dim(W ) s.d. W ⊂ V
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(Definitheit) d (x , y) = 0 ⇔ x = y ,

(Symmetrie) d (x , y) = d(y , x),



Metrische Räume
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(Definitheit) d (x , y) = 0 ⇔ x = y ,

(Symmetrie) d (x , y) = d(y , x),

(Dreiecksungleichung) d (x , y) ≤ d(x , z) + d(z , y).

Die Nicht-Negativität d (x , y) ≥ 0 haben wir als zusätzliches Eigenschaft
angegeben, obwohl sie aus den anderen Bedingungen folgt, und ist daher
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überflüssig:

2d(x , y) = d(x , y) + d(x , y)
(Symmetrie)

=

d(x , y) + d(y , x)
(Dreiecksungleichung)

≥ d(x , x)
(Definitheit)

= 0 ⇒ d(x , y) ≥ 0.
Das Paar (X , d) heißt ein metrischer Raum.



Metrische Räume
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tatsächlich eine Metrik:

(Definitheit) d (u − v , u − v) = 0
Def. 52 – Positivdefinitheit⇐⇒ u − v



Wicht. Bsp. – Standard-Metrik Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Raum.
Wir definieren die Metrik
d : V × V → R, d(u, v) := |u − v | :=

√

〈u − v , u − v〉. Das ist
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tatsächlich eine Metrik:

(Definitheit) d (u − v , u − v) = 0
Def. 52 – Positivdefinitheit⇐⇒ u − v = ~0 ⇐⇒ u = v ,

(Symmetrie) d(u, v) =
√

〈u − v , u − v〉 =



Wicht. Bsp. – Standard-Metrik Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Raum.
Wir definieren die Metrik
d : V × V → R, d(u, v) := |u − v | :=

√

〈u − v , u − v〉. Das ist
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tatsächlich eine Metrik:

(Definitheit) d (u − v , u − v) = 0
Def. 52 – Positivdefinitheit⇐⇒ u − v = ~0 ⇐⇒ u = v ,

(Symmetrie) d(u, v) =
√

〈u − v , u − v〉 =
√

〈−1 · (v − u),−1 · (v − u)〉 Bilinerität
=

√

〈v − u, v − u〉 = d(v , u).

(Dreiecksungleichung) d (u,w) ≤ d(u, v) + d(v ,w)



Wicht. Bsp. – Standard-Metrik Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Raum.
Wir definieren die Metrik
d : V × V → R, d(u, v) := |u − v | :=

√

〈u − v , u − v〉. Das ist
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Tatsächlich, ist f (x) = f (y), so ist d(f (x), f (y)) = 0, folglich

d(x , y) = 0, folglich x
(Definitheit)

= y .
Es gibt aber Beispiele von nichtbijektiven Isometrien; sie werden in
Analysis III konstruiert.



Bsp. Die Parallelverschiebingen Tw : V → V , Tw (v) := v + w sind
Isometrien für für die Standard-Metrik.
In der Tat,
d(Tw (u),Tw (v)) = d(u+w , v+w) = |u+w−(v+w)| = |u−v | = d(u, v).
Bemerkung. Parallelveschiebungen sind nicht lineare Abbildungen.
Bemerkung Tu ◦ Tv = Tu+v .
Bsp. Die orthogonale Endomorphismen (sieh Def. 57 ) sind Isometrien
für für die Standard-Metrk, wie bewiesen in Vorl. 23.
Lemma 38 Sei (X , d) ein metrischer Raum. Dann ist die Menge
Iso(X , d) := {φ : X → X | φ ist eine bijektive Isometrie} eine Gruppe
bzgl. der Verkettung.
Bemerkung. Eine Isometrie ist stets eine injektive Abbildung.
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Gruppe. Nach Satz 5 genügend es zu zeigen, dass Iso(X , d) eine
Untergruppe ist, d.h., dass Iso(X , d) abgeschlossen bzgl.
(i) multiplizieren und (ii) invertieren ist.
(i) Seien φ, ψ ∈ Iso(X , d). Dann ist

d(φ ◦ ψ(x), φ ◦ ψ(y)) = d(φ(ψ(x)
︸︷︷︸

x′

), φ(ψ(y)
︸︷︷︸

y ′

))
Weil φ eine Isometrie ist

=

d(ψ(x), ψ(y))
Weil ψ eine Isometrie ist

= d(x , y).
(ii) Seien φ ∈ Iso(X , d). Z.Z.: φ−1 : X → X , φ(φ−1(x)) = x



Beweis der Lemma 38. Nach Satz 3 ist die Menge von Bijektionen eine
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Gruppe. Nach Satz 5 genügend es zu zeigen, dass Iso(X , d) eine
Untergruppe ist, d.h., dass Iso(X , d) abgeschlossen bzgl.
(i) multiplizieren und (ii) invertieren ist.
(i) Seien φ, ψ ∈ Iso(X , d). Dann ist

d(φ ◦ ψ(x), φ ◦ ψ(y)) = d(φ(ψ(x)
︸︷︷︸

x′

), φ(ψ(y)
︸︷︷︸

y ′

))
Weil φ eine Isometrie ist

=

d(ψ(x), ψ(y))
Weil ψ eine Isometrie ist

= d(x , y).
(ii) Seien φ ∈ Iso(X , d). Z.Z.: φ−1 : X → X , φ(φ−1(x)) = x ist eine
Isometrie.
d(φ−1(x), φ−1(y))

Weil φ eine Isometrie ist
=

d(φ(φ−1(x))
︸ ︷︷ ︸

x

, φ(φ−1(y))
︸ ︷︷ ︸

y

)
Nach Definition von φ−1

= d(x , y),

Folgerung



Beweis der Lemma 38. Nach Satz 3 ist die Menge von Bijektionen eine
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Gruppe. Nach Satz 5 genügend es zu zeigen, dass Iso(X , d) eine
Untergruppe ist, d.h., dass Iso(X , d) abgeschlossen bzgl.
(i) multiplizieren und (ii) invertieren ist.
(i) Seien φ, ψ ∈ Iso(X , d). Dann ist

d(φ ◦ ψ(x), φ ◦ ψ(y)) = d(φ(ψ(x)
︸︷︷︸

x′

), φ(ψ(y)
︸︷︷︸

y ′

))
Weil φ eine Isometrie ist

=

d(ψ(x), ψ(y))
Weil ψ eine Isometrie ist

= d(x , y).
(ii) Seien φ ∈ Iso(X , d). Z.Z.: φ−1 : X → X , φ(φ−1(x)) = x ist eine
Isometrie.
d(φ−1(x), φ−1(y))

Weil φ eine Isometrie ist
=

d(φ(φ−1(x))
︸ ︷︷ ︸

x

, φ(φ−1(y))
︸ ︷︷ ︸

y

)
Nach Definition von φ−1

= d(x , y),

Folgerung Die Abbildungen der Form Ff ,w (v) := Tw ◦ f (v) := f (v) + w ,
wobei f eine Orthogonale Abbildung ist, und Tw die Parallelverschiebung
ist



Beweis der Lemma 38. Nach Satz 3 ist die Menge von Bijektionen eine
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In Worten Jede Isometrie (der Standard-Metrik) ist Verkettung von
Drehung und Verschiebung.
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= d(v ,~0) = |v −~0| = |v |.
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Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen)



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn = x1Oe1 + ...+ xnOen



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn = x1Oe1 + ...+ xnOen = O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA ,

wobei O die Matrix sodass Oei = bi .



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn = x1Oe1 + ...+ xnOen = O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA ,

wobei O die Matrix sodass Oei = bi .Da

|Ox | =



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn = x1Oe1 + ...+ xnOen = O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA ,

wobei O die Matrix sodass Oei = bi .Da

|Ox | = d(F (x),~0) =



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn = x1Oe1 + ...+ xnOen = O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA ,

wobei O die Matrix sodass Oei = bi .Da

|Ox | = d(F (x),~0) = d(x ,~0) =



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn = x1Oe1 + ...+ xnOen = O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA ,

wobei O die Matrix sodass Oei = bi .Da

|Ox | = d(F (x),~0) = d(x ,~0) = |x | ist, ist O nach Satz 63 orthogonal,



Sei also F (~0) = ~0. Wir nehmen die Orthonormalbasis A := (e1, ..., en) in
V . Setze bi = F (ei ). Wir zeigen: B := (b1, ..., bn) ist auch eine
Orthonormalbasis ist. Tatsächlich,

|bi | Weil F Isometrie ist
= |ei | = 1,

|bi − bj | = d(bi , bj) = d(ei , ej) = |ei − ej | =
√

2

}

Hilfslemma 1
=⇒ 〈bi , bj〉 = 0

für i 6= j .

Dann ist (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis.
Wir zeigen: Koordinatenvektor des beliebigen v ∈ V in der Basis A gleich
Koordinatenvektor von F (v) in der Basis B.
Sei v := x1e1 + ...+ xnen und F (v) = y1b1 + ...+ ynbn. Z.z.: xi = yi .
Nach Wicht. Form. aus Beweis von Lemma 36 ist (für jedes i)
ProjSpan{ei}v = xiei ; ProjSpan{bi}F (v) = yibi .
Nach Hilfslemma 2 ist Span{bi} = BildF (Span{ei}) . Nach Hilfslemma 3

ist ProjSpan{bi}F (v)
︸ ︷︷ ︸

=yibi

= F




ProjSpan{ei}(v)

︸ ︷︷ ︸

=xiai




. Nach Hilfslemma 2 ist

xi = yi .

Dann

F (x1e1 + ...+ xnen) = x1b1 + ...+ xnbn = x1Oe1 + ...+ xnOen = O

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA ,

wobei O die Matrix sodass Oei = bi .Da

|Ox | = d(F (x),~0) = d(x ,~0) = |x | ist, ist O nach Satz 63 orthogonal,


