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FO,b V-V, FO,b = Ox + b, (*)
wobei O eine orthogonale (n x n)— Matrix und b € R”" ist, (bijektive)
Isometrien (bzgl. Standard-Metrik).
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jede Isometrie g kann man als

X1 X1 by
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wobei O eine orthogonale Matrix ist.
In Worten Jede Isometrie (der Standard-Metrik) ist Verkettung von
Drehung und Verschiebung.
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1‘ i y2

1

Beweis =>: |u—v|=/(u—v,u—v) =
Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2

Beweis «——:




Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt:

(uv)=0 <= |u—v|=V2
1‘ i y2

1

Beweis = |[u—v|=\/(u—v,u—v) =

Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2
Beweis <:

u—vE =




Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt:

(uv)=0 <= |u—v|=V2
1‘ i y2

1

Beweis = |[u—v|=\/(u—v,u—v) =
Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2
Beweis <:

lu—v]> = {(u—v,u—v)




Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt:

(uv)=0 <= |u—v|=V2
1‘ i y2

1

Beweis = |[u—v|=\/(u—v,u—v) =

Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2

Beweis <:

lu—v]? = (u—v,u—v) = (uu)—2u,v)+{v,v)




Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt:

(uv)=0 <= |u—v|=V2
1‘ i y2

1

Beweis = |[u—v|=\/(u—v,u—v) =

Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2

Beweis <:

|U - V’2 = <U— v,u— V) = <U, U) - 2<U, V> + <V7 V>
2 - -




Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt:

(uv)=0 <= |u—v|=V2
1‘ i y2

1

Beweis = |[u—v|=\/(u—v,u—v) =

Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2

Beweis <:

lu—v]? = (u—v,u—v) = (uu)—2u,v)+{v,v)
2 = = 1—2(u,v) +1




Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt:

(uv)=0 <= |u—v|=V2
1‘ i y2

1

Beweis = |[u—v|=\/(u—v,u—v) =

Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2

Beweis <:

lu—v]? = (u—v,u—v) = (uu)—2u,v)+{v,v)
2 = = 1—2(u,v) +1

Also, (u,v) = 0.




Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt:

(uv)=0 <= |u—v|=V2
1‘ i y2

1

Beweis = |[u—v|=\/(u—v,u—v) =

Vi u)y =2{u,v) + {v,v) =1 +0+1= 2

Beweis <:

lu—v]? = (u—v,u—v) = (uu)—2u,v)+{v,v)
2 = = 1—2(u,v) +1

Also, (u,v) = 0. O




Hilfslemma 2



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv € V gilt:



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).
Folgerung



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:

[F(v)| =



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:

[F(v)| = |F(v) 0]



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0)



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:

=\ Weil F(0)

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0)



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:

=\ Weil F(0)

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0)



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:

=\ Weil F(0)

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0)



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann

Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:
Weil F(0) =0

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v),0) ™" ="~ d(v,0)



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann

Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:
Weil F(0) =0

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v),0) ™" ="~ d(v,0)



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann

Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) =0 gilt:
Weil F(0) =0 |

gi
[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v),0) " ="~ "d(v,0)=|v—0



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).
Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}. L
Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:

= >, Weil F(0) =0
[F(v)| = [F(v) = 0] = d(F(v),0) ~ =

-

d(v,0) =|v —0| = |v|.



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:

= >, Weil F(0) =0 =, =
|F(v)| =|F(v) =0[=d(F(v),0) ~ =" "d(v,0) = |v—0]=]v|.
Beweis.



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).
Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

0) = 0. Dann

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:

>, Weil F(0) =0

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0) " ="~ "d(v,0)=|v -0 =

Beweis. Nach Bemerkung gilt

[v].



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).
Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

0) = 0. Dann

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:

>, Weil F(0) =0

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0) " ="~ "d(v,0)=|v -0 =

Beweis. Nach Bemerkung gilt:

i

[v].



Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).
Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

0) = 0. Dann

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:

>, Weil F(0) =0

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0) " ="~ "d(v,0)=|v -0 =

Beweis. Nach Bemerkung gilt:

i

[F(t-v)l =

tevf=lt|-|v],

[v].



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

F(t-v) = |
F((t—1) - v)| =

-

d(v,0) =|v —0| = |v|.

= [t]-]v],



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

F(t-v)| = [t v] = [t - V],
F((t—1)-v)[ = (t—1) - v] =

-

d(v,0) =|v —0| = |v|.




Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).
Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

0) = 0. Dann

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:

>, Weil F(0) =0

[F(v)| = |F(v) = 0] = d(F(v).0) " ="~ "d(v,0)=|v -0 =

Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)| = [t-v|=t]-|v],
[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].
Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus

[v].



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fir die Isometrie F: V — V mit F(@) 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =~ (v, 0) =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

-

=0 =|vl.

[F(t-v)l = = [t]-|v],
[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].
Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:

(d(F(t-v),F(v)))?




—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fir die Isometrie F: V — V mit F(@) 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =~ (v, 0) =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)| = [t-v|=t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
=(F

(d(F(t-v),F(v)))* = (F(t - v) = F(v),F(t-v) = F(v))

-

=0 =|vl.




—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fir die Isometrie F: V — V mit F(@) 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =~ (v, 0) =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

F(E- )| = [t-v] =]t ],
IF((t=1)-v)[=[(t—1)-v[=[t —1]-|v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), (v)))2 zweimal aus: o
(d(F(t-v). F()? = (F(t-v) — F(v). F(t-v) - F(v)) e

—

=0 =|vl.




—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fir die Isometrie F: V — V mit F(@) 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =~ (v, 0) =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)| = =t|-|v|,
IF((t=1)-v)[=[(t=1)-v|=[t = 1] - |v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))* zweimal aus:
(d(F(t-v),F(v ))) = (F(t-v) — F(v),F(t-v)— F(v)) Bilinearitit
[F(t-v)]P = 2(F(t-v), F(v)) +
N— —

tz‘V‘Q

—

=0 =vl.




—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(+),0) ™" =" d(v,0) = |v 0] = ||
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)l = = [t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
= {

(d(F(t ), F()? = (F(t - v) = F(v), F(t - v) = F(v)) Pt
F(e)E = 2(F(e-v), F(v) + F(0) = v = 2(F (- v), F(v) +
£2|v[2

(d(F(t-v), F(v)))*



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(+),0) ™" =" d(v,0) = |v 0] = ||
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)l = = [t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
= {

(d(F(t ), F()? = (F(t - v) = F(v), F(t - v) = F(v)) Pt
F(e)E = 2(F(e-v), F(v) + F(0) = v = 2(F (- v), F(v) +
£2|v[2

(d(F(t . V), F(V)))2 Weil F Isc;nctric ist (d(t v, V))2



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(+),0) ™" =" d(v,0) = |v 0] = ||
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)l = = [t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
= {

(d(F(t ), F()? = (F(t - v) = F(v), F(t - v) = F(v)) Pt
F(e)E = 2(F(e-v), F(v) + F(0) = v = 2(F (- v), F(v) +
£2|v[2

(d(F(t-v), F())? ™" TP (d(t- v, v)2 = (£ = 1) - v]?



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(+),0) ™" =" d(v,0) = |v 0] = ||
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)l = = [t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
= {

(d(F(t ), F()? = (F(t - v) = F(v), F(t - v) = F(v)) Pt
F(e)E = 2(F(e-v), F(v) + F(0) = v = 2(F (- v), F(v) +
£2|v[2

(d(F(t-v), F(1))? ™" TR (d(t- v, )2 = (= 1) - v =
(t=1)%|vp?



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(+),0) ™" =" d(v,0) = |v 0] = ||
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)l = = [t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
= {

(d(F(t ), F()? = (F(t - v) = F(v), F(t - v) = F(v)) Pt
F(e)E = 2(F(e-v), F(v) + F(0) = v = 2(F (- v), F(v) +
£2|v[2

(d(F(t-v), F())? ™" TR (d(t- v, )2 = (= 1) - v =
(t=10 =t |v]* =2t v +



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fir die Isometrie F: V — V mit F(@) 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =~ (v, 0) =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)l = = [t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
= {

-

=0 =vl.

(d(F(t ), F()? = (F(t - v) = F(v), F(t - v) = F(v)) Pt
F(e)E = 2(F(e-v), F(v) + F(0) = v = 2(F (- v), F(v) +
£2|v[2

(d(F(t-v), F(v)))2 ¥ TR ™ (d(t v )2 = (£ = 1) - v]? =
(t=1) - v[P =12 |v[* =2t [v]* +
Dann (F(t-v), F(v))



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fir die Isometrie F: V — V mit F(@) 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =~ (v, 0) =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:

[F(t-v)l = = [t]-|v],

[F((t=1)-v)[ = (¢ =1)-v|=[t = 1] - [v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))? zweimal aus:
= {

-

=0 =vl.

(d(F(t ), F()? = (F(t - v) = F(v), F(t - v) = F(v)) Pt
F(e)E = 2(F(e-v), F(v) + F(0) = v = 2(F (- v), F(v) +
£2|v[2

(d(F(t-v), F(v)))2 ™" B ™ (d(t v, v)2 = |(t = 1) - v[2 =
(=1 v = |v[* =2t [v[* +
Dann (F(t-v),F(v))=t-|v|-|v|



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann
Vv e V gilt: F(tv) = tF(v).

Folgerung. Bildr(Span{v}) = Span{F(v)}.

Bemerkung. Fir die Isometrie F: V — V mit F(@) 0 gilt:
F(v)| = [F(v) = 0 = d(F(v),0) ™" =~ (v, 0) =
Beweis. Nach Bemerkung gilt:
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