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Koordinatenvektoren
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.
yn

1CCA gilt:〈x , y〉 = x1y1 + ... + xnyn.



Wiederholung



Wiederholung

Def. 56

.



Wiederholung

Def. 56 Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Vektorraum.

.



Wiederholung

Def. 56 Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Vektorraum. Die Länge
von v ∈ V ist die Zahl

√

〈v , v〉.

.



Wiederholung

Def. 56 Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Vektorraum. Die Länge
von v ∈ V ist die Zahl

√

〈v , v〉. Bezeichnung: |v | .

.



Wiederholung

Def. 56 Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Vektorraum. Die Länge
von v ∈ V ist die Zahl

√

〈v , v〉. Bezeichnung: |v | .
Für je zwei Vektoren u 6= 0, v 6= 0

.



Wiederholung

Def. 56 Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Vektorraum. Die Länge
von v ∈ V ist die Zahl

√

〈v , v〉. Bezeichnung: |v | .
Für je zwei Vektoren u 6= 0, v 6= 0 heißt die Zahl

arccos
(

〈u,v〉
|u| |v |

)

∈ [0, π] der Winkel zwischen u und v .

.



Wiederholung

Def. 56 Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Vektorraum. Die Länge
von v ∈ V ist die Zahl

√

〈v , v〉. Bezeichnung: |v | .
Für je zwei Vektoren u 6= 0, v 6= 0 heißt die Zahl

arccos
(

〈u,v〉
|u| |v |

)

∈ [0, π] der Winkel zwischen u und v .

Erstes Ziel für heute: der Winkel ist wohldefiniert:
.



Wiederholung

Def. 56 Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher Vektorraum. Die Länge
von v ∈ V ist die Zahl

√

〈v , v〉. Bezeichnung: |v | .
Für je zwei Vektoren u 6= 0, v 6= 0 heißt die Zahl

arccos
(

〈u,v〉
|u| |v |

)

∈ [0, π] der Winkel zwischen u und v .

Erstes Ziel für heute: der Winkel ist wohldefiniert:
−1 <

〈u,v〉
|u| |v | < 1.
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Lemma 37 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) |〈u, v〉| ≤ |u| |v | (für alle
u, v aus dem Euklidschen Vektorraum (V , 〈 , 〉).)Ferner gilt:
|〈u, v〉| = |u| |v | g.d.w. die Vektoren linear abhängig sind.
Beweis. Ist v = ~0, so sind beide Seiten gleich Null. Sei v 6= ~0. Sind die
Vektoren linear abhängig, so ist u = λv , und
|〈u, v〉| = |〈λv , v〉| = |λ||v |2.
Angenommen, die Vektoren sind linear unabhängig. Für alle t ∈ R gilt

〈u + tv , u + tv〉
Linearität

= 〈u, u + tv〉 + t〈v , u + tv〉
Linearität

=
〈u, u〉 + t〈u, v〉 + t〈v , u〉

︸ ︷︷ ︸

2t〈u, v〉 wegen Symmetrie

+t2〈v , v〉 = |u|2
︸︷︷︸

c

+ 2〈u, v〉
︸ ︷︷ ︸

b

t + t2 |v |2
︸︷︷︸

a

.

Dies ist ein quadratisches Polynom in t. Es hat keine Nullstelle, da
〈u + tv , u + tv〉 gleich Null sein kann nur falls u = −tv , also falls u, v
linear abhängig sind. Da das Polynom höchstens eine Nullstelle hat, ist
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die Diskriminante nichtpositiv, also

D =
(

b
2

)2
− ac = 〈u, v〉2 − |v |2|u|2 ≤ 0.



Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Lemma 37 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) |〈u, v〉| ≤ |u| |v | (für alle
u, v aus dem Euklidschen Vektorraum (V , 〈 , 〉).)Ferner gilt:
|〈u, v〉| = |u| |v | g.d.w. die Vektoren linear abhängig sind.
Beweis. Ist v = ~0, so sind beide Seiten gleich Null. Sei v 6= ~0. Sind die
Vektoren linear abhängig, so ist u = λv , und
|〈u, v〉| = |〈λv , v〉| = |λ||v |2.
Angenommen, die Vektoren sind linear unabhängig. Für alle t ∈ R gilt

〈u + tv , u + tv〉
Linearität

= 〈u, u + tv〉 + t〈v , u + tv〉
Linearität

=
〈u, u〉 + t〈u, v〉 + t〈v , u〉

︸ ︷︷ ︸

2t〈u, v〉 wegen Symmetrie

+t2〈v , v〉 = |u|2
︸︷︷︸

c

+ 2〈u, v〉
︸ ︷︷ ︸

b

t + t2 |v |2
︸︷︷︸

a

.

Dies ist ein quadratisches Polynom in t. Es hat keine Nullstelle, da
〈u + tv , u + tv〉 gleich Null sein kann nur falls u = −tv , also falls u, v
linear abhängig sind. Da das Polynom höchstens eine Nullstelle hat, ist
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zwischen u und v .
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Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB =



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis.



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1.



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1. Aber

det(AtA)



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1. Aber

det(AtA)
Satz 40

= det(At)det(A)



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1. Aber

det(AtA)
Satz 40

= det(At)det(A)
Satz 43

=



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1. Aber

det(AtA)
Satz 40

= det(At)det(A)
Satz 43

= det(A)2.



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1. Aber

det(AtA)
Satz 40

= det(At)det(A)
Satz 43

= det(A)2. Also, det(A)2 = 1,



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1. Aber

det(AtA)
Satz 40

= det(At)det(A)
Satz 43

= det(A)2. Also, det(A)2 = 1, und
deswegen det(A) = ±1.



Satz 64 Betrachte R
n mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei

A ∈ Mat(n, n). Dann gilt: fA ist genau dann orthogonal, falls At = A−1.

Solche Matrizen heißen orthogonale Matrizen

Beweis ⇐=: Angenommen At = A−1. Dann gilt:
〈fA(x), fA(y)〉=〈Ax ,Ay〉 = (Ax)t(Ay) = x tAtAy = x ty = 〈x , y〉. Also, fA
is orthogonal.
Beweis =⇒: Angenommmen, 〈Ax ,Ay〉 = 〈x , y〉. Dann ist
(Ax)tAy = x tAtAy = σAtA(x , y). Da (Ax)tAy = 〈x , y〉 = σId(x , y), ist
AtA = Id .
Folgerung A Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von
GL(n, R): Sind A,B orthogonal, so sind A−1, AB auch orthogonal.
Beweis. Wir zeigen dass A−1 orthogonal ist. Nach Definition A−1 = At .
Z.z.: (At)t = (At)−1,d.h. At(At)t = Id . Aber
At(At)t = AtA = A−1A = Id , also A−1 ist auch eine orthogonale Matrix.
Wir zeigen dass AB orthogonal ist.
(AB)tAB = B tAtAB = B tA−1AB = B tB = B−1B = Id , also
(AB)t = (AB)−1.
Folgerung B Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist ±1
Beweis. det(AtA) = det(Id) = 1. Aber

det(AtA)
Satz 40

= det(At)det(A)
Satz 43

= det(A)2. Also, det(A)2 = 1, und
deswegen det(A) = ±1.
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diagonalisierbar mit Hilfe von Basiswechsel

Hauptsatz der Algebra – Ohne Beweis; Beweis in Vorlesung
Funktionentheorie. Jedes P ∈ C[x ] hat mind. eine Nullstelle.

HA 1 Sei O eine orthogonale Matrix,



Diagonalisiereung symmetrischer Matrizen über R

Wiederholung: A heißt symmetrisch, falls At = A.
Satz 65 Ist A symmetrisch, so gibt eine eine orthogonale Matrix O
sodass O−1AO diagonal ist. (Symmetrische Matrizen über R sind
diagonalisierbar mit Hilfe von ortogonalen Transformationen)

Bemerkung Da Ot = O−1, ist auch OtAO diagonal. Also, die Matrizen
von symmetrischen Bilinearform auf reellen Vektorräumen sind
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Wir erinnern zunächst an folgende Eigenschaften komplexer Zahlen:



HA 2 Mind. 1 Eigenwert von (symmetrischen) A ist reell.
Wiederholung – Vorl. Analysis Für z = a + ib ist z̄ = a − ib.
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Wir erinnern zunächst an folgende Eigenschaften komplexer Zahlen:
z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2.

(Konjugieren ist ein Autoisomorphismus des Körpers C)
Daraus folgt Av = Av , wobei A ∈ Mat(n, n, C) und v ∈ C

n.
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Wir erinnern zunächst an folgende Eigenschaften komplexer Zahlen:
z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2.

(Konjugieren ist ein Autoisomorphismus des Körpers C)
Daraus folgt Av = Av , wobei A ∈ Mat(n, n, C) und v ∈ C

n.
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Trägheitsatz von Silvester

Satz 66 Sei V ein Vektorraum über R mit einer symmetrischen
Bilinearform σ, und sei (b1, ..., bn) eine Basis von V sodass in der Basis

die Matrix von σ wie folgt ist:

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1

.
.
.

1
−1

.
.
.

−1
0

.
.
.

0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA , wobei

auf der Diagonale r Stuck
”
+1“ und s Stuck

”
-1“ steht. Dann sind die

Zahlen r und s eindeutig durch die Bilinearform σ festgelegt.
Insbesondere gilt:
r =
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