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Bilinearform) möglich einfach ist (Einfach = Diagonal?



Wiederhoung – Matrizendarstellung von Bilinearformen

Satz 59 Sei B := (b1, ..., bn) eine Basis in V . Dann gilt: für jede
Bilinearform σ auf V gibt es genau eine A ∈ Mat(n, n, K), so dass
σ = σA. Ferner gilt: das (i , j) Element der Matrix A ist gleich σ(bi , bj).

Diese Matrix A = (aij) = σ(bi , bj) heißt die Matrix der Bilinearform, oder
Gram’sche Matrix.

(Wiederholung: σA(u, v) = (CB(u))t
︸ ︷︷ ︸

∈Mat(1,n)

A CB(v)
︸ ︷︷ ︸

∈Kn≡Mat(n,1)

.)

Ziel: Finden die Basis sodass die Gram’sche Matrix (einer gegebenen
Bilinearform) möglich einfach ist (Einfach = Diagonal? Id?) .



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal ,



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist,



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B.



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal,



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal,



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis:



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen:



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.

Wir sehen, dass A =

0BB�α1

. . .

αn

1CCA.

Ist außerdem die Basis orthonormal,



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.

Wir sehen, dass A =

0BB�α1

. . .

αn

1CCA.

Ist außerdem die Basis orthonormal, dann sind αi := σ(bi , bi )



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.

Wir sehen, dass A =

0BB�α1

. . .

αn

1CCA.

Ist außerdem die Basis orthonormal, dann sind αi := σ(bi , bi )
Def. 53

= 1,



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.

Wir sehen, dass A =

0BB�α1

. . .

αn

1CCA.

Ist außerdem die Basis orthonormal, dann sind αi := σ(bi , bi )
Def. 53

= 1,

also die Matrix ist Id .



Orthogonale und orthonormale Basen sind die Basen

sodass die Bilinearform ist Diagonal bzw. Id

Wiederholung – Def. 53 Sei σ eine Bilinearform in V , B = (b1, ..., bn) eine
Basis in V .

◮ B ist orthogonal , falls ∀i 6= j gilt σ(bi , bj) = 0.

◮ B ist orthonormal, falls sie orthogonal ist, und falls zusätzlich
∀i ∈ {1, ..., n} gilt σ(bi , bi ) = 1.

Lemma 35 Sei A die Gram’sche Matrix von σ bzgl. B. Dann gilt:
Ist die Basis B orthogonal, so ist A diagonal.
Ist die Basis B orthonormal, so ist A Id .

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gram’schen Matrix A = (aij)

gilt aij = σ(bi , bj)
Def. 53

=

{
0 für i 6= j

σ(bi , bi ) := αi für i = j
.

Wir sehen, dass A =

0BB�α1

. . .

αn

1CCA.

Ist außerdem die Basis orthonormal, dann sind αi := σ(bi , bi )
Def. 53

= 1,

also die Matrix ist Id .



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) ∃ eine orthonormale Basis



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) ∃ eine orthonormale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch
und positivdefinit



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) ∃ eine orthonormale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch
und positivdefinit (und ist deswegen ein Skalarprodukt).



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) ∃ eine orthonormale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch
und positivdefinit (und ist deswegen ein Skalarprodukt).

Beweis:



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) ∃ eine orthonormale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch
und positivdefinit (und ist deswegen ein Skalarprodukt).

Beweis: Die Diagonale Matrizen sind symmetrisch



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) ∃ eine orthonormale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch
und positivdefinit (und ist deswegen ein Skalarprodukt).

Beweis: Die Diagonale Matrizen sind symmetrisch (d.h., sie
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erfüllen At = A)
Lemma 34

=⇒ σ ist symmetrisch.

Gibt es eine orthonormale Basis, so ist die Gram’sche Matrix gleich

Id , also für v ∈ V , v 6= ~0 mit Koordinaten

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA 6=

0BB�0

.

.

.
0

1CCA gilt σ(v , v) =

(x1 · · · xn)Id

0BB�x1

.

.

.

xn

1CCA



Folgerung: Sei σ eine Bilinearform auf R-Vektorraum V . Es gilt:
(a) ∃ eine orthogonale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) ∃ eine orthonormale Basis=⇒ die Bilinearform ist symmetrisch
und positivdefinit (und ist deswegen ein Skalarprodukt).

Beweis: Die Diagonale Matrizen sind symmetrisch (d.h., sie
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Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3.



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2.



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3:



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i)



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i):



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) =



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
=



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)

= σ(b1, a3)



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)

= σ(b1, a3) − σ(b1, a3)



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)

= σ(b1, a3) − σ(b1, a3) − 0



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)

= σ(b1, a3) − σ(b1, a3) − 0 = 0.
Ähnlich zeigt man σ(b2, b3) = 0.



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)

= σ(b1, a3) − σ(b1, a3) − 0 = 0.
Ähnlich zeigt man σ(b2, b3) = 0.
Beweis (ii):



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)

= σ(b1, a3) − σ(b1, a3) − 0 = 0.
Ähnlich zeigt man σ(b2, b3) = 0.
Beweis (ii): Da b3 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2, a3} ist,



Sei (a1, ..., an) eine Basis.
Schritt 1. Setze b1 = a1.
Schritt 2. Setze b2 = a2 − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
b1. Wohldefiniert, weil σ(b1, b1) 6= 0 ist.

Eigenschaften von b2: (i) σ(b1, b2) = 0 und (ii) b2 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b2) = σ
(

b1, a2 − σ(b1,a2)
σ(b1,b1)

b1

)

Bilinearität
= σ(b1, a2) − σ(b1,a2)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) = σ(b1, a2) − σ(b1, a2) = 0.

Beweis (ii): Da b2 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2} ist, ist b2 6= ~0.

Schritt 3. Setze b3 = a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2. Wohldefiniert, weil

σ(b1, b1) 6= 0 6= σ(b2, b2) ist.
Eigenschaften von b3: (i) σ(b1, b3) = σ(b2, b3) = 0 und (ii) b3 6= ~0.

Beweis (i): σ(b1, b3) = σ
(

b1, a3 − σ(b1,a3)
σ(b1,b1)

b1 − σ(b2,a3)
σ(b2,b2)

b2

)

Bilinearität
= σ(b1, a3) − σ(b1,a3)

σ(b1,b1)
σ(b1, b1) − σ(b2,a3)

σ(b2,b2)
σ(b1, b2)

= σ(b1, a3) − σ(b1, a3) − 0 = 0.
Ähnlich zeigt man σ(b2, b3) = 0.
Beweis (ii): Da b3 eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, a2, a3} ist, ist b3 6= ~0.



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen:



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i):



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
=



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii):



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist,



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(
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σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )
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Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(
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σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .

Wir zeigen: diese Menge ist linearunabhängig.



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )
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nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .

Wir zeigen: diese Menge ist linearunabhängig. Sei ~0 =
∑n

i=1 λibi .



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )
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nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .

Wir zeigen: diese Menge ist linearunabhängig. Sei ~0 =
∑n

i=1 λibi . Dann ∀j



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .

Wir zeigen: diese Menge ist linearunabhängig. Sei ~0 =
∑n

i=1 λibi . Dann ∀j gilt:



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .

Wir zeigen: diese Menge ist linearunabhängig. Sei ~0 =
∑n

i=1 λibi . Dann ∀j gilt:

0



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .

Wir zeigen: diese Menge ist linearunabhängig. Sei ~0 =
∑n

i=1 λibi . Dann ∀j gilt:

0 = σ(bj ,
∑n

i=1
λibi

︸ ︷︷ ︸

=~0

)



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi .

Wir zeigen: (i) für j < k gilt σ(bj , bk) = 0 und (ii) bk 6= ~0.

Beweis (i): σ(bj , bk) = σ
(

bj , ak − ∑k−1
i=1

σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi

)

Bilinearität
= σ(bj , ak) −

k−1∑

i=1

σ(bi , ak)

σ(bi , bi )
σ(bj , bi )

︸ ︷︷ ︸

nur σ(bj , bj ) 6= 0

=

σ(bj , ak) − σ(bj ,ak )
σ(bj ,bj )

σ(bj , bj) = 0.

Beweis (ii): Da bk eine nichtriviale Linearkombination der Elemente der
linearunabhängigen Menge {a1, ..., ak} ist, ist bk 6= ~0.

Nach n Schritten bekommen wir (b1, ..., bn) so dass σ(bi , bj) = 0 für i 6= j .

Wir zeigen: diese Menge ist linearunabhängig. Sei ~0 =
∑n

i=1 λibi . Dann ∀j gilt:

0 = σ(bj ,
∑n

i=1
λibi

︸ ︷︷ ︸

=~0

)
Bilinearität

=
∑n

i=1 λiσ(bj , bi )



Schritt k. Schritt k − 1 liefert k − 1 paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., bk−1, die nichtriviale Linearkombinationen der {a1, ..., ak−1} sind.

Setze bk = ak −
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σ

(

1√
σ(bi ,bi )

bi ,
1√

σ(bj ,bj )
bj

)

Bilinearität
=

1√
σ(bi ,bi )

· 1√
σ(bj ,bj )

σ(bi , bj) =

{
σ(bi ,bi )
σ(bi ,bi )

= 1, falls i = j



Wir normieren die Basis-Vektoren: Man betrachten(

1√
σ(b1,b1)

b1,
1√

σ(b2,b2)
b2, ...,

1√
σ(bn,bn)

bn

)

. Da σ(bi , bi ) positiv

ist, sind die Vektoren wohldefinitert.
Wir zeigen: dieses Tupel ist eine orthonormale Basis. Tatsächlich,
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endlichdimensionaler R−Vektorraum ist, und 〈 , 〉 ein Skalarprodukt.

Nach Satz 61 können wir in V eine Basis B wählen sodass 〈 , 〉
Standard-Skalarprodukt ist: für die Vektoren x , y mit

Koordinatenvektoren

0BB�x1

.

.

.
xn

1CCA bzw.

0BB�y1

.

.

.
yn

1CCA gilt:〈x , y〉 = x1y1 + ... + xnyn.

Bemerkung Ist U ein Untervektorraum des Euklidschen Vektorraums
(V , 〈 , 〉), so ist (U, 〈 , 〉|U) ein Euklidscher Vektorraum, wobei
〈u1, u2〉|U = 〈u1, u2〉.
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Vektor ~AC ist Projektion des Vektors AB auf der span
(

{ ~AC}
)

,

da ~AB − ~AC = ~CB zu ~AC , und deswegen auch zu allen Vektoren

aus span
(

{ ~AC}
)

, orthogonal ist.
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Tatsächlich, die Formel für bk war
bk = ak − ∑k−1

i=1
σ(bi ,ak )
σ(bi ,bi )

bi = ak − Projspan({a1,...,ak−1})(ak),

weil

{

b1√
〈b1,b1〉

, ..., bk−1√
〈bk−1,bk−1〉

}

eine orthonormalen Basis in

span({a1, ..., ak−1}) ist.
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Schuldefinition Ein cartesisches (descartsches) Koordinatensystem
auf einer Ebene besteht aus zwei orthogonalen orientierenden
Geraden. Ein kartesisches (descartsches) Koordinatensystem im
Raum besteht aus drei paarweise orthogonalen orientierenden
Geraden, die alle einen gemeinsamen Punkt haben.
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Tatsächlich, für ~w = x~u + y~v

ist



Die Länge

Def. 56 Sei 〈 , 〉 ein Skalarprodukt auf dem Euklidschen Vektorraum V .
Für jeden Vektor v ∈ V heißt die Zahl

√

〈v , v〉 die Länge von v und
wird |v | bezeichnet.
Bemerkung. Die Länge des Vektors ist wohldefiniert, da nach
Definition des Skalarprodukts gilt 〈v , v〉 ≥ 0.
Bemerkung Auf der Ebene bzw. im Raum ist die Länge eines Vektors in
Sinne Definition 56 die

”
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56 der übliche Winkel



Der Winkel

Definition 56 – Vortsetzung Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher
Vektorraum. Für je zwei Vektoren u 6= 0, v 6= 0 heißt die Zahl

arccos
(

〈u,v〉
|u| |v |

)

∈ (0, π) der Winkel zwischen u und v.

Bemerkung Um zu zeigen, dass Winkel zwischen u und v wohldefiniert
ist, werden wir am Montag Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigen:

−1 ≤ 〈u,v〉
|u| |v | ≤ 1, d.h., |〈u, v〉| ≤ |u| |v |.

Bemerkung Auf der Ebene/Im Raum ist der Winkel in Sinne Definition
56 der übliche Winkel
Wiederholung – Schulgeometrie:

A

B

B v

u



Der Winkel

Definition 56 – Vortsetzung Sei (V , 〈 , 〉) ein Euklidscher
Vektorraum. Für je zwei Vektoren u 6= 0, v 6= 0 heißt die Zahl

arccos
(

〈u,v〉
|u| |v |

)

∈ (0, π) der Winkel zwischen u und v.

Bemerkung Um zu zeigen, dass Winkel zwischen u und v wohldefiniert
ist, werden wir am Montag Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigen:

−1 ≤ 〈u,v〉
|u| |v | ≤ 1, d.h., |〈u, v〉| ≤ |u| |v |.

Bemerkung Auf der Ebene/Im Raum ist der Winkel in Sinne Definition
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