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(i) A ist diagonalisierbar.
(ii) ℵA zerfällt in Linearfaktoren und algA(λi ) = geoA(λi ) für alle
i = 1, ...,m.



Satz 55 n × n Matrix A habe die Eigenwerte λ1, ..., λm. Es gilt: Die
folgende Aussagen sind äquivalent:
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jedes

w



(iii) =⇒ (iv) =⇒ (i)

Setze W := Eigλ1
+ ... + Eigλm

.
Hilfsaussage: W = Eigλ1

⊕ ... ⊕ Eigλm
.

Beweis. Ist w = v1 + ... + vm = v ′

1 + ... + v ′

m, so ist
v1 − v ′

1
︸ ︷︷ ︸

u1∈Eigλ1

+... + vm − v ′

m
︸ ︷︷ ︸

um∈Eigλm

= ~0. Nach Satz 53 sind die von ~0 verschiedene

Eigenvektoren aus {u1, ..., um} linear unabhängig, folglich ui = 0, also
vi = v ′

i .

Ziel: geoA(λ1) + ... + geoA(λm) = n
︸ ︷︷ ︸

(iii)

Z .z.
=⇒ V = W

︸ ︷︷ ︸

(iv)

.

Seien (b1, ..., bk1
), (bk1+1, ..., bk1+k2

), usw. die Basen von Eigλ1
, Eigλ2

,
usw. Dann ist deren Vereinigung (b1, ..., bn) eine Basis in W . Tatsächlich,
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jedes

w
Eindeutig nach Hilfsaussage

= v1 + ... + vm
Eindeutig nach Satz 25b

=
∑k1

i=1 µibi + ... +
∑n

i=k1+...+km−1+1 µibi =
∑n

i=1 µibi . Nach Satz 25b ist

(b1, ..., bn) eine Basis in W . Dann ist dim(W ) = n. Da dim(V ) = n, ist
W = V , ((iii) =⇒ (iv) ist bewiesen.)



(iii) =⇒ (iv) =⇒ (i)

Setze W := Eigλ1
+ ... + Eigλm

.
Hilfsaussage: W = Eigλ1

⊕ ... ⊕ Eigλm
.

Beweis. Ist w = v1 + ... + vm = v ′

1 + ... + v ′

m, so ist
v1 − v ′

1
︸ ︷︷ ︸

u1∈Eigλ1

+... + vm − v ′

m
︸ ︷︷ ︸

um∈Eigλm

= ~0. Nach Satz 53 sind die von ~0 verschiedene

Eigenvektoren aus {u1, ..., um} linear unabhängig, folglich ui = 0, also
vi = v ′

i .

Ziel: geoA(λ1) + ... + geoA(λm) = n
︸ ︷︷ ︸

(iii)

Z .z.
=⇒ V = W

︸ ︷︷ ︸

(iv)

.

Seien (b1, ..., bk1
), (bk1+1, ..., bk1+k2

), usw. die Basen von Eigλ1
, Eigλ2

,
usw. Dann ist deren Vereinigung (b1, ..., bn) eine Basis in W . Tatsächlich,
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Satz 54: Wenn wir außerdem in jedem Eigλi
eine Basis Bi finden, dann

ist die Vereinigung ∪m
i=1Bi eine Basis in V , und A ist in der Basis

diagonal.
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Zum Aufwärmen: Beweis für diagonale und
diagonalisierbare Matrizen

Sei A = Λ =

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCA , P = akx
k + ... + a0.Dann ist

P(A) = ak

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCAk

+ ... + a0

0BB�1

.
.
.

1

1CCA =

0BB�P(λ1)

.
.
.

P(λn)

1CCA.

Dann ist ℵA(A) =

0BB�ℵA(λ1)

.
.
.

ℵA(λn)

1CCA Satz 52
=

0BB�0

.
.
.

0

1CCA.

Sei A diagonalisierbar, also A := BΛB−1 für eine Diagonalmatrix Λ.
Dann ist Ak = A · A · ... · A

︸ ︷︷ ︸

kmal

= BΛB−1B
︸ ︷︷ ︸

Id

ΛB−1...BΛB−1 = BΛkB−1 =

B ·

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCAk

· B−1 = B ·

0BBB�λ
k
1

.
.
.

λ
k
n

1CCCA · B−1.

Also, P(A) = akBΛkB−1
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Zum Aufwärmen: Beweis für diagonale und
diagonalisierbare Matrizen

Sei A = Λ =

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCA , P = akx
k + ... + a0.Dann ist

P(A) = ak

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCAk

+ ... + a0

0BB�1

.
.
.

1

1CCA =

0BB�P(λ1)

.
.
.

P(λn)

1CCA.

Dann ist ℵA(A) =

0BB�ℵA(λ1)

.
.
.

ℵA(λn)

1CCA Satz 52
=

0BB�0

.
.
.

0

1CCA.

Sei A diagonalisierbar, also A := BΛB−1 für eine Diagonalmatrix Λ.
Dann ist Ak = A · A · ... · A

︸ ︷︷ ︸

kmal

= BΛB−1B
︸ ︷︷ ︸

Id

ΛB−1...BΛB−1 = BΛkB−1 =

B ·

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCAk

· B−1 = B ·

0BBB�λ
k
1

.
.
.

λ
k
n

1CCCA · B−1.

Also, P(A) = akBΛkB−1 + ak−1BΛk−1B−1 + ... + a0BB−1 Linearität
=

B(akΛ
k + ... + a0Id)B−1
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Zum Aufwärmen: Beweis für diagonale und
diagonalisierbare Matrizen

Sei A = Λ =

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCA , P = akx
k + ... + a0.Dann ist

P(A) = ak

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCAk

+ ... + a0

0BB�1

.
.
.

1

1CCA =

0BB�P(λ1)

.
.
.

P(λn)

1CCA.

Dann ist ℵA(A) =

0BB�ℵA(λ1)

.
.
.

ℵA(λn)

1CCA Satz 52
=

0BB�0

.
.
.

0

1CCA.

Sei A diagonalisierbar, also A := BΛB−1 für eine Diagonalmatrix Λ.
Dann ist Ak = A · A · ... · A

︸ ︷︷ ︸

kmal

= BΛB−1B
︸ ︷︷ ︸

Id

ΛB−1...BΛB−1 = BΛkB−1 =

B ·

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCAk

· B−1 = B ·

0BBB�λ
k
1

.
.
.

λ
k
n

1CCCA · B−1.

Also, P(A) = akBΛkB−1 + ak−1BΛk−1B−1 + ... + a0BB−1 Linearität
=

B(akΛ
k + ... + a0Id)B−1 = BP(Λ)B−1. Dann

ℵA(A) = BℵA(Λ)B−1
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kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57
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kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert
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Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
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P
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kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert).



Minimalpolynom

Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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: MinA.
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: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0,
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA.
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kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r ,



Minimalpolynom

Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).



Minimalpolynom

Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
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.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
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Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

=



Minimalpolynom

Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
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.
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)
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︸ ︷︷ ︸
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
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Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸

=0

· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0.
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Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
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: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
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.
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· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist,
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
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Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸
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· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸

=0

· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.

Eindeutigkeit.
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸

=0

· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.

Eindeutigkeit. Angennomen P(A) = 0,
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸

=0

· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.

Eindeutigkeit. Angennomen P(A) = 0, Grad(P) = Grad(MinA).
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸

=0

· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.

Eindeutigkeit. Angennomen P(A) = 0, Grad(P) = Grad(MinA). Da

P
.
: MinA,
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸

=0

· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.

Eindeutigkeit. Angennomen P(A) = 0, Grad(P) = Grad(MinA). Da

P
.
: MinA, ist P = MinA · g .
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Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
annihiliert). Falls P

.
: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
Wir zeigen: Ist P(A) = 0, so P

.
: MinA. Wir dividieren mit Rest (Vorl.

Fricke) und bekommen P = MinA · g + r , wobei Grad(r) < Grad(MinA).
Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸

=0

= MinA(A)
︸ ︷︷ ︸

=0

· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.

Eindeutigkeit. Angennomen P(A) = 0, Grad(P) = Grad(MinA). Da

P
.
: MinA, ist P = MinA · g . Also Grad(P) = Grad(MinA) + Grad(g).
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Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
P

.

: MinA.
Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
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Minimalpolynom

Def. 51 Sei A eine n × n Matrix über K. Ein P ∈ K[t], P 6= 0, des
kleinsten Grads s.d. P(A) = 0 heißt Minimalpolynom zu A.
Bezeichnung: MinA.
Satz 57 Minimalpolynom zu A existiert und ist eindeutig bis zur
Multiplikation mit Elementen aus K \ {0}. Ferner gilt: P(A) = 0 g.d.w.
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Beweis: Existenz ist trivial wegen Satz 56 (weil ℵA die Matrix A
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: MinA, also MinA · g = P, dann

P(A) = MinA(A) · g(A) = 0 · g(A) = 0.
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Dann ist P(A)

︸ ︷︷ ︸
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· g(A) + r(A). Dann ist r(A) = 0. Da MinA

der Annihilator des kleinsten Grades ist, ist r ≡ 0.

Eindeutigkeit. Angennomen P(A) = 0, Grad(P) = Grad(MinA). Da

P
.
: MinA, ist P = MinA · g . Also Grad(P) = Grad(MinA) + Grad(g).

Dann Grad(g) = 0, also g ist eine Konstante.
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