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endlich viele elementaren Operationen auf Stufenform bringen.

(IS)



Satz 2 (Gauss) Jedes lin. Gleichungssystem läßt sich durch endlich viele
elementaren Operationen auf Stufenform bringen.
Induktionsbeweis: Induktion nach m.
(IA) Für m = 1 ist die Aussage richtig: Jede lin. Gleichungssystem, das
aus m = 1 Gleichung besteht, ist in Stufenform.
(IV) Angenommen, die Aussage ist für irgendwelches m richtig: jedes

lin. Gleichungssystem, das aus m Gleichungen besteht, läßt sich durch
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Es ist einfach, die Lösungen eines Systems, das in Stufendorm ist, zu
bestimmen: im Bsp oben:

Aus der der 3−ten Gleichung: x3 = x4 +
1

2
= r +

1

2

Aus der der 2−ten Gleichung:



Gauß-Algorithmus

Beweis gibt uns auch einen Weg (Gauß-Algorithmus), lineare
Gleichungssysteme auf der Stufenform zu bringen: Bsp:8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

3x1 + 7x2 + 5x3 + 9x4 = 4

2x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 1

Z2 := Z2 −

3

2
Z1

Z3 := Z3 −

1

2
Z1−→

8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

x2 − x3 + 0x4 = 1

x2 − 3x3 + 2x4 = 0

Z3 := Z3 − Z2−→
8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

x2 − x3 + 0x4 = 1

− 2x3 + 2x4 = −1

Gleichungssystem in Stufenform!

Da die elementare Operationen die Lösungen erhalten, ist jede Lösung
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Es ist einfach, die Lösungen eines Systems, das in Stufendorm ist, zu
bestimmen: im Bsp oben:

Aus der der 3−ten Gleichung: x3 = x4 +
1

2
= r +

1

2

Aus der der 2−ten Gleichung: x2 = x3 + 1 =



Gauß-Algorithmus

Beweis gibt uns auch einen Weg (Gauß-Algorithmus), lineare
Gleichungssysteme auf der Stufenform zu bringen: Bsp:8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

3x1 + 7x2 + 5x3 + 9x4 = 4

2x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 1

Z2 := Z2 −

3

2
Z1

Z3 := Z3 −

1

2
Z1−→

8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

x2 − x3 + 0x4 = 1

x2 − 3x3 + 2x4 = 0

Z3 := Z3 − Z2−→
8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

x2 − x3 + 0x4 = 1

− 2x3 + 2x4 = −1

Gleichungssystem in Stufenform!

Da die elementare Operationen die Lösungen erhalten, ist jede Lösung
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von
8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

x2 − x3 + 0x4 = 1

−2x3 + 2x4 = −1

auch eine Lösung von8<: 2x1 + 4x2 + 4x3 + 6x4 = 2

3x1 + 7x2 + 5x3 + 9x4 = 4

2x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 1

, und umgekehrt.
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Exkurs 1 in der Mengenlehre: Gründbegriffe

Begriff
”
Menge“ wird nicht formal definiert. Die intuitive Vorstellung: ein
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Bsp: N ⊆ R, {1} ⊆ N, für jede Menge A gilt A ⊇ ∅.
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Übliche Sprache + Fachausdrücke + mathematische Symbole
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Übliche Sprache + Fachausdrücke + mathematische Symbole
A =⇒ B bedeutet

”
aus Aussage A folgt Aussage B“.

Bsp: x ∈ R =⇒ x2 ≥ 0.
Andere sprachliche Formen:

”
A impliziert B“ oder

”
A ist hinreichend

für B“
”
B ist notwendig für A“

A ⇐⇒ B bedeutet A =⇒ B und B =⇒ A.



Zur Sprache der Mathematik: Abkürzende logische
Symbole
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A und B sind äquivalent“ oder “A gilt

genau dann, wenn B gilt“.
∃ steht für

”
Es existiert (mindestens) ein ...“



Zur Sprache der Mathematik: Abkürzende logische
Symbole
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∃x ∈ R: x2 = 2 steht für

”
Es existiert ein x ∈ R, so daß x2 = 2

gilt“ (nämlich x =
√

2 oder x = −
√

2).
∀ steht für

”
Für alle ...“

Bsp: ∀x ∈ R x2 ≥ 0 steht für “Für alle reellen Zahlen x gilt:
x2 ≥ 0“.

”
oder“ ist nicht ausschließend (im Gegensatz zu

”
entweder ... oder“).

Bsp: Die Aussage
”
Es gilt 1 + 1 = 2
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”
∃x ∈ R: x2 = 2 steht für

”
Es existiert ein x ∈ R, so daß x2 = 2

gilt“ (nämlich x =
√

2 oder x = −
√

2).
∀ steht für

”
Für alle ...“

Bsp: ∀x ∈ R x2 ≥ 0 steht für “Für alle reellen Zahlen x gilt:
x2 ≥ 0“.

”
oder“ ist nicht ausschließend (im Gegensatz zu

”
entweder ... oder“).

Bsp: Die Aussage
”
Es gilt 1 + 1 = 2 oder es gilt 1 − 1 = 0
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”
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”
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Zur Sprache der Mathematik: Abkürzende logische
Symbole

Übliche Sprache + Fachausdrücke + mathematische Symbole
A =⇒ B bedeutet

”
aus Aussage A folgt Aussage B“.

Bsp: x ∈ R =⇒ x2 ≥ 0.
Andere sprachliche Formen:

”
A impliziert B“ oder

”
A ist hinreichend

für B“
”
B ist notwendig für A“

A ⇐⇒ B bedeutet A =⇒ B und B =⇒ A.
Andere sprachliche Formen:

”
A und B sind äquivalent“ oder “A gilt

genau dann, wenn B gilt“.
∃ steht für

”
Es existiert (mindestens) ein ...“

Bsp:
”
∃x ∈ R: x2 = 2 steht für

”
Es existiert ein x ∈ R, so daß x2 = 2

gilt“ (nämlich x =
√

2 oder x = −
√

2).
∀ steht für

”
Für alle ...“

Bsp: ∀x ∈ R x2 ≥ 0 steht für “Für alle reellen Zahlen x gilt:
x2 ≥ 0“.

”
oder“ ist nicht ausschließend (im Gegensatz zu

”
entweder ... oder“).

Bsp: Die Aussage
”
Es gilt 1 + 1 = 2 oder es gilt 1 − 1 = 0 oder es

gilt 1 + 1 = 0 “ ist wahr.
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Def. 1 Lösungsmenge eines System (S1) ist die Menge aller
Lösungen.
Vergleichen Sie:
Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist
(x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
Folgerung 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung einer des Systems (S1),
(S2) oder (S3), so ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung des Systems
(S) (und, deswegen, nach Satz 1, auch des Systems (S1), (S2),
und (S3)).

UND
Satz 1’ Die Lösungemengen der Systeme (S), (S1), (S2), (S3)
sind gleich.
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Bsp: Seien A, B zwei Mengen. Das Produkt von Mengen A, B
(bezeichnet A × B) ist die Mengen aller geordneten Paare (a, b),
wobei a ∈ A, b ∈ B ist. z.B. Ist A = {1, 2}, B = {+,−} so ist
A × B =

{

(1, +), (1,−), (2, +), (2,−)
}

.
Bemerkung: Man kann Produkt iterieren: A × B × C ist die
Menge aller geordneten Tripel (a, b, c), wobei a ∈ A, b ∈ B,
c ∈ C ist, usw.
Frage: Was ist ∅ × A?
Antwort: ∅ × A = ∅.
Bsp: Sei A Die Menge aller Teilmengen von A wird 2A bezeichnet
Bsp: Sei A = {1, 2}. Dann ist 2A =

{

∅, {1}, {2}, {1, 2}
}

.
Sei A = {1, 2, 3}. Dann ist
2A =

{

∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {1, 2, 3}
}

.
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Abbildungen

Sei A, B zwei Mengen.
Intuitive Vorstellung: Eine Abbildung von A nach B ist eine Regel, die
jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zuweist.

BA

F

Bezeichnung:
F : A → B.

C : R → R, F (x) = C ist eine Abbildung,

,



Abbildungen

Sei A, B zwei Mengen.
Intuitive Vorstellung: Eine Abbildung von A nach B ist eine Regel, die
jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zuweist.

BA

F

Bezeichnung:
F : A → B.

F : [−1, 1] → [−1, 1], F (x) := x + 1 ist keine Abbildung, weil F (1) nicht
auf [1,−1] liegt.

,
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Abbildungen

Sei A, B zwei Mengen.
Intuitive Vorstellung: Eine Abbildung von A nach B ist eine Regel, die
jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zuweist.

BA

F

Bezeichnung:
F : A → B.

Mathematisch sauberere Definition: Eine Abbildung ist einer Teilmenge
R ⊆ A×B, so dass zu jedem Element a von A gibt es genau ein Element
b von B (geschrieben F (a)), so dass das Paar (a, b) Element von R ist.


