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höchstens n paarweise verschiedene Eigenwerte.
Lemma 31 vor dem Beweis: Sei K ein Körper, sei P ∈ K[x ]. Ist λ ∈ K

eine Nullstelle von P ∈ K[x ], so existiert genau ein Q ∈ K[x ] mit
Q = (x − λ)Q. Ferner gilt Grad(g) = Grad(f ) − 1.
Beweis: Polynomdivision mit Rest von P durch (x − λ) ergibt
Q,R ∈ K[x ], so dass P = (x − λ)Q + R und
Grad(R) < Grad(x − λ) = 1. Der Rest R hat Grad < Grad(x − λ) = 1
und ist deswegen ein Skalar



Folgerung Ist n = dim(V ), so hat jeder Endomorphismus f : V → V
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höhstens n verschidenen Nullstellen hat. Induktion nach n = Grad(P):
I.A.: Für n = 0 ist P = r ∈ K \ {0} =⇒ f hat keine Nullstelle.
I.V.: Die Aussage sei richtig für ein n − 1.
I.S.: Z.z., dass die Aussage auch für n stimmt. Hat P keine Nullstelle,so
ist k = 0 und die Aussage trivial.Ist dagegen λ eine Nullstelle von f ,



Folgerung Ist n = dim(V ), so hat jeder Endomorphismus f : V → V
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Bsp. Eigenraum von
�
−2 −2
6 5

�
zum Eigenwert λ = 1 ist die

Lösungmenge von
(�

−2 −2
6 5

�
− 1 ·

�
1 0
0 1

� )



Frage Eine lineare Abbildung ist durch deren Matrix A gegeben.
Wie findet man Eigenwerte, Eigenvektoren, und Eigenräumen?
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1. Man konstruiere das charakteristische Polynom und finde
dessen Nullstellen λ1, λ2,... (Nicht immer explizit möglich)
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diagonalisierbar ist. (Äquivalent: falls sie zu einer diagonalen Matrix
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diagonalisierbar ist. (Äquivalent: falls sie zu einer diagonalen Matrix
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diagonalisierbar ist. (Äquivalent: falls sie zu einer diagonalen Matrix
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ähnlich ist, s. Satz 47)

Satz 54 Ein Endomorphismus von endlichdimensionalen V ist g.d.
diagonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, s.d. jeder Basisvektor ein
Eigenvektor ist.
Beweis. Zuerst “=⇒“. Ist ein Endomorphismus diagonalisierbar, so gibt
es eine Basis (b1, ..., bn), s.d. die Matrix des Endomorphismus diagonal

ist: A =

0BB�λ1

.
.
.

λn

1CCA . Dann ist f (bi ) = λi bi (weil die Koordinaten von

f (bi ) in der Basis (b1, ..., bn) die i−te Spalte von A ist).

“ ⇐= “. Sind die Basisvektoren bi Eigenvektoren, so ist
f (bi ) = λi bi = 0 b1 + ... + λibi + ... + 0 bn, also der Koordinatenvektor
von f (bi ) in der Basis (b1, ..., bn) ist λi · ei , und die Matrix der Abbildung
ist eine Diagonalmatrix.



Folgerung



Folgerung



Folgerung Ist dim(V ) = n



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte,



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun,



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt,



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden. Nach Satz 54 ist
dann der Endomorphismus diagonalisierbar.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden. Nach Satz 54 ist
dann der Endomorphismus diagonalisierbar.

Bsp.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden. Nach Satz 54 ist
dann der Endomorphismus diagonalisierbar.

Bsp.
�
−2 −2
6 5

�



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden. Nach Satz 54 ist
dann der Endomorphismus diagonalisierbar.

Bsp.
�
−2 −2
6 5

�
ist diagonalisierbar.



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden. Nach Satz 54 ist
dann der Endomorphismus diagonalisierbar.

Bsp.
�
−2 −2
6 5

�
ist diagonalisierbar. Tatsächlich,
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ℵ�0 1
0 0

� = det
�
−t 1
0 −t

�
= t2.

Wir haben nur eine Nullstelle λ = 0. Kann man eine Basis aus
Eigenvektoren finden? Nein, weil Kern �

0 1
0 0

� hat nach Dimensionsformel

die Dimension 2
︸︷︷︸

dim(V )

− 1
︸︷︷︸

rk(A)

= 1. Also, es gibt keine 2 linear unabhängige

Eigenvektoren,



Folgerung Ist dim(V ) = n und hat der Endormorphismus f : V → V
n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien v1, ..., vn Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 53 liefert nun, dass sie linear unabhängig sind. Wegen
dim(V ) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden. Nach Satz 54 ist
dann der Endomorphismus diagonalisierbar.

Bsp.
�
−2 −2
6 5

�
ist diagonalisierbar. Tatsächlich,
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mit den heute gelernten Methoden. Dazu setze vn :=

�
fn+1
fn

�
∈ R

2, es gilt

dann vn+1 =
�

1 1
1 0

�| {z }
=:A

vn =
�

fn+1 + fn
fn+1

�
, also vn = Anv0 =



Bsp. Die Fibonacci-Folge fn ist definiert durch zwei Anfangswerte
f0 := 0, f1 := 1 und die rekursive Formel fn+2 = fn+1 + fn. Wie sieht eine
explizite Formel für diese Folge aus?
Trick: Wir stellen die rekursive Vorschrift in Matrixsprache da, und lösen
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Def. 47 Zerfält ℵA in Linearfaktoren ℵA = (λ1 − t)...(λn − t),
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Def. 47 Zerfält ℵA in Linearfaktoren ℵA = (λ1 − t)...(λn − t), so heißt
für jeden Eigenwert λ von A die Anzahl von i s.d. λi = λ die algebraische
Vielfachheit (Bezeichnung: algA(λ).)
Bsp. Idn hat nur einen Eigenwert λ = 1. Die Algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes 1 ist n
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Def. 47 Zerfält ℵA in Linearfaktoren ℵA = (λ1 − t)...(λn − t), so heißt
für jeden Eigenwert λ von A die Anzahl von i s.d. λi = λ die algebraische
Vielfachheit (Bezeichnung: algA(λ).)
Bsp. Idn hat nur einen Eigenwert λ = 1. Die Algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes 1 ist n (da ℵId = (1 − t)n).
Bsp.
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Def. 47 Zerfält ℵA in Linearfaktoren ℵA = (λ1 − t)...(λn − t), so heißt
für jeden Eigenwert λ von A die Anzahl von i s.d. λi = λ die algebraische
Vielfachheit (Bezeichnung: algA(λ).)
Bsp. Idn hat nur einen Eigenwert λ = 1. Die Algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes 1 ist n (da ℵId = (1 − t)n).
Bsp. Die Algebraische Vielfachheit von Eigenwerten 1, 2 von
A =

�
−2 −2
6 5

�
ist gleich 1, da ℵ�−2 −2

6 5

� =
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Def. 48 A sei die Matrix eines Endomorphismus f : V → V .
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Tatsächlich, für i = 1, ..., k ist B−1AB ei = B−1Abi = λB−1bi =



Lemma 32 Sei λ ein Eigenwert einer (n × n) Matrix A. Dann gilt:
1 ≤ geoA(λ) ≤ algA(λ).
Beweis. Die Ungleichung 1 ≤ geoA(λ) ist offensichtlich. Wir beweisen
geoA(λ) ≤ algA(λ). Sei k = geoA(λ). Nehme eine Basis (b1, ..., bk) in
Eigλ. Es gilt: Abi = λbi . Nach Basisergänzungssatz kann man die Basis
bis zu einer Basis in V ergänzen, d.h. es gibt eine Basis (b1, ..., bk , ...bn).
Betrachte B s.d. Bei = bi .Es gilt:

B−1AB =

0B�λ · Idk,k
Egal was

0n−k,k irgendwas

1CA =

0BBBBBBB� λ

.
.
.

λ

∗

C

1CCCCCCCA.
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Tatsächlich, für i = 1, ..., k ist B−1AB ei = B−1Abi = λB−1bi = λcbei .
Also, die i−te Spalte von B−1AB ist λiei .

Dann ist ℵA
Satz 18

= ℵB−1AB =

det

0BBBBBBBB� λ − t

.
.
.

λ − t



Lemma 32 Sei λ ein Eigenwert einer (n × n) Matrix A. Dann gilt:
1 ≤ geoA(λ) ≤ algA(λ).
Beweis. Die Ungleichung 1 ≤ geoA(λ) ist offensichtlich. Wir beweisen
geoA(λ) ≤ algA(λ). Sei k = geoA(λ). Nehme eine Basis (b1, ..., bk) in
Eigλ. Es gilt: Abi = λbi . Nach Basisergänzungssatz kann man die Basis
bis zu einer Basis in V ergänzen, d.h. es gibt eine Basis (b1, ..., bk , ...bn).
Betrachte B s.d. Bei = bi .Es gilt:

B−1AB =

0B�λ · Idk,k
Egal was

0n−k,k irgendwas

1CA =

0BBBBBBB� λ

.
.
.

λ

∗

C

1CCCCCCCA.
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