
Hausaufgabenblatt 10 ist in CAJ ein bißchen
versteckt: es steht zwischen Blatt 1 und Blatt 2
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Def. 39 — Lemma 28 Spaltenrank rks(A) ist Dimension von

span

({ 0BB�a11

.

.

.

am1

1CCA , ...,

0BB�a1n

.

.

.

amn

1CCA}) (in K
m ≡ Mat(m, 1)) und von BildfA .

Satz 47

(a) (Lösbarkeitskriterium)

Das System Ax = b (wobei A ∈ Mat(m, n, K), b ∈ K
m) ist lösbar

⇐⇒ rks(A) = rks(A, b).

(b) (Die Menge der Lösungen) ist
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quadratischen nichtausgearteten Untermatrix.
Bsp. Im Beispiel oben,



2. Methode, den Rang auszurechnen

Man betrachte eine Matrix A =

0BB� a11 ... a1n

.

.

.

.

.

.
am1 ... amn

1CCA ∈ Mat(m, n, K). Seien

i1 < i2 < ... < im′ ∈ {1, ...,m}, j1 < j2 < ... < jn′ ∈ {1, ..., n}. Dann die
zu i1, ..., im′ , j1, ..., jn′ zugeordnete Untermatrix von A ist die (m′ × n′)
Matrix, deren (p, q)−Eintrag ist gleich aip jq .

Bsp. A=

0BB� 1 2 3 4
5 6 7 8
−5 −6 −7 −8
−1 −2 −3 −4

1CCA, i1 = 1, i2 = 3 , j1 = 2, j2 = 4 . Dann die

zugehörige Untermatrix ist die (2 × 2)- Matrix

(
2 4
−6 −8

)

.

Satz 50 Rank der Matrix ist gleich die höchste Dimension einer
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quadratischen nichtausgearteten Untermatrix.

Folgerung (für Analysis II). Angenommen, die Eintrage einer
Matrix A = A(x) sind stetige (reell- oder komplexwertige)
Funktionen von x . Ist rk(A(x0)) = k für einen Punkt x0, so gibt es
ein ε > 0 sodass für jedes x mit |x − x0| < ε ist, gilt rk(A) ≥ k .
Beweis. Man betrachte i1, ..., ik und j1, ..., jk



Anwendung für Ana II

Satz 50 Rang der Matrix ist gleich die höchste Dimension einer
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quadratischen nichtausgearteten Untermatrix.
Beweis. Z.z.:
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quadratischen nichtausgearteten Untermatrix.
Beweis. Z.z.:
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Matrizen gleich sind.
Def. 43 Sei A eine n × n-Matrix über K. Das charakteristische
Polynom der Matrix A ist das Polynom
ℵA := det(A − t · Id) ∈ K[t].

Bsp.



Charakteristisches Polynom:

Def. 42 Zwei Matrizen A, A′ ∈ Mat(n, n, K) heißen ähnlich, falls
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charakteristische Polynome gleich: ℵA = ℵA′ .
Beweis. Nach Definition 42 ist A′ = B−1AB. Dann ist
ℵA′ = det(B−1AB − t · Id) = det(B−1AB − t · B−1IdB)
Linearität

= det(B−1(A − t · Id)B)
Satz 40

= det(B−1)det(A − t · Id)det(B) =



Satz 51 Sind die Matrizen A und A′ ähnlich, so sind deren
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0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA.



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA.



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA.



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
=



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t)



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t)



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t) + Q2|{z}
vom Grad ≤ n − 3

1CCCA + Q1



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t) + Q2|{z}
vom Grad ≤ n − 3

1CCCA + Q1



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t) + Q2|{z}
vom Grad ≤ n − 3

1CCCA + Q1



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t) + Q2|{z}
vom Grad ≤ n − 3

1CCCA + Q1 =

(a11 − t)(a22 − t)...(ann − t)



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t) + Q2|{z}
vom Grad ≤ n − 3

1CCCA + Q1 =

(a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + (a11 − t)Q2 + Q1
︸ ︷︷ ︸

Q



Lemma 30 Sei A eine (n × n)-Matrix über K. Dann ist ℵA ein Polynom
vom Grad n (also, ℵA = ant

n + an−1t
n−1 + ... + a0) und es gilt

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann), a0 = det(A).
Beweis. Zuerst die folgende Aussage:
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q, wobei Q ein Polynom vom Grad
n − 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
I.A. n = 1: Dann ist A = (a11) und ℵA = det(a11 − t) = a11 − t.
I.V. Angenommen, die Aussage ist richtig für n − 1 × n − 1 Matrizen.

I.S. ℵA = det

0BBBB�a11 − t a12 ... a1n

a21 a22 − t a23 ...

.

.

.

.
.
.

.

.

.

an1 ... ... ann − t

1CCCCA. Entwicklung nach der 1. Spalte

liefert

(a11 − t)det

0BB�a22 − t a23 ...

.

.

.

.

.

.

an2 ... ann − t

1CCA +

n∑

j=2

(−1)j+1aj1det
(
(A − t · Id)Str

j1

)

︸ ︷︷ ︸

ist ein Polynom vom Grad ≤ n − 2

=

(a11 − t)ℵAStr
11

+ Q1
I .V .
= (a11 − t)

0BBB�(a22 − t)...(ann − t) + Q2|{z}
vom Grad ≤ n − 3

1CCCA + Q1 =

(a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + (a11 − t)Q2 + Q1
︸ ︷︷ ︸

Q

. Die Aussage ist

bewiesen.



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

=



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 +



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n,



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann)



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0),



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

=



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix.



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp.



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und

�
2 1
3 4

�
ähnlich?



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und

�
2 1
3 4

�
ähnlich? Nein!



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und

�
2 1
3 4

�
ähnlich? Nein! Sie haben

verschiedene Spuren.



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und

�
2 1
3 4

�
ähnlich? Nein! Sie haben

verschiedene Spuren.

Bsp.



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und

�
2 1
3 4

�
ähnlich? Nein! Sie haben

verschiedene Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und

�
2 1
3 4

�
ähnlich? Nein! Sie haben

verschiedene Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und



Nach Aussage ist
ℵA = (a11 − t)(a22 − t)...(ann − t) + Q

︸︷︷︸

vom Grad ≤ n − 2

= (−t)n +

a11(−t)n−1 + a22(−t)n−1 + ... + ann(−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

=

(−t)n + (a11 + a22 + ... + ann) (−t)n−1 + ...
︸︷︷︸

Terme der Grad ≤ n − 2

. Also,

an = (−1)n, und an−1 = (−1)n−1(a11 + a22 + ... + ann).

Wir müssen noch zeigen, dass a0 = det(A).

Da a0 = ℵA(0), und da ℵA(0)
Def. 19

= det(A) ist, ist a0 = det(A).

Def. 44 Sei A eine (n × n)-Matrix. tr(A) := a11 + a22 + ... + ann heißt
Spur von A.

Bemerkung Da tr(A) ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist,
haben ähnliche Matrizen nach Satz 51 gleiche Spuren.

Bsp. Sind die Matrizen
�

1 2
3 4

�
und

�
2 1
3 4

�
ähnlich? Nein! Sie haben
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Äquivalente Definition: Sei f = fA. Dann gilt: Eigλ := KernA−λ·Id .
(Daraus folgt insbesondere, dass Eigλ ein Untervektorraum ist, weil nach
Lemma 20 der Kern einer linearen Abbildung



Def. 45 Es sei f ein Endomorphismus (= lineare Abbildung auf sich
selbst) des Vektorraums V über K. λ ∈ K heißt ein Eigenwert, falls es ein
v ∈ V , v 6= ~0, gibt, s.d. f (v) = λv. Ist λ ein Eigenwert, so heißt die
Menge {v ∈ V s.d. f (v) = λv } der Eigenraum zum Eigenwert λ und
wird Eigλ bezeichnen.
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