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das System zu lösen.

Bsp. Sei m = n. Dann gilt:

det(A) 6= 0
Folg. aus Sätze 34/35/29/Lemma 24)

⇐⇒
das System Ax = b ist
eindeutig lösbar.
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Betrachte ein lineares Gleichungssystem

8>><>>: a11x1+ ... +a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.

.

.

.
am1x1+ ... +amnxn = bm

(
In Matrix Form: Ax = b, wobei A =

0BB� a11 ... a1n

.

.

.

.

.

.
am1 ... amn

1CCA )
Wiederholung Die (m × n) Matrix A heißt die Koeffizientenmatrix des

Systems. Die (m × (n + 1))-Matrix

0BB� a11 ... a1n b1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 ... amn bm

1CCA heißt die

erweiterte Matrix.
Bezeichnung Die erweiterte Matrix für dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.
Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Lösbarkeitskriterium) Das System ist genau dann lösbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lösungen) Sei x̃
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Es genügt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B ′. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B ′ ∪ {b} linear unabhängig, weil in
der Linearkombination
λ1b1 + ...+ λrk(A)brk(A) + µb = ~0
ist µ = 0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b ∈ B ′

darstellen), und dann sind λi = 0, weil bi linearunabhängig sind.

Dann ist die Dimension von span

({ 0BB�a11

.

.

.
am1

1CCA , ...,

0BB�a1n

.

.

.
amn

1CCA, b}) mindestens

rk(A) + 1.



Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) ⇐⇒ b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage =⇒
Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

span

({ 0BB�a11

.

.

.
am1

1CCA , ...,

0BB�a1n

.

.

.
amn

1CCA}). Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A

eine Basis B ′ von span

({ 0BB�a11

.

.

.
am1

1CCA , ...,

0BB�a1n

.

.

.
amn

1CCA}) auswählen, nach Def. 39

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).
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sind alle λi = 0.
(ii) Wir erzeugen eine beliebige Linearform φ. Sei λi := φ(bi ). Man
betrachte die Linearform λ1b

∗

1 + ...+ λnb
∗

n .



Dualbasis

Sei (b1, ..., bn) eine Basis in V . Nach Satz 30, für beliebiges n−Tupel
(λ1, ..., λn) gibt genau eine Linearform φ sodass φ(bi ) = λi .

Wir definieren b∗

i wie folgt: b∗

i (bj) =

{
0 falls i 6= j
1 falls i = j

.

Lemma 29 – Def.40 (b∗

1 , ..., b
∗

n) ist eine Basis in V ∗.

Beweis. Z.z.: {b∗

1 , ..., b
∗

n} ist

{
(i) linear unabhängig
(ii) erzeugend

.

(i) Angenommen, 0 = λ1b
∗

1 + ...+ λnb
∗

n . Wir wenden diese Linearform an
b1 an.
0(b1) = λ1b

∗

1 (b1)
︸ ︷︷ ︸

=λ1

+λ2b
∗

2 (b1)
︸ ︷︷ ︸

=0

+...+ λnb
∗

n(b1)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0. Also, λ1 = 0. Ähnlich
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V ,U K-Vektorräume mit Basen (v1, ..., vm), (u1, ..., un),
V ∗,U∗ seien die Dualräume, f : U → V sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt: Ist A die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.



Duale Abbildung
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V ,U K-Vektorräume mit Basen (v1, ..., vm), (u1, ..., un),
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Bemerkung. Selbstverständlcih, kann man Folgerung B direkt beweisen.
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