Erstes Ziel fur Heute

Man betrachte das lineare Gleichungssystem



Erstes Ziel fur Heute

ajix1+ “+ainxn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

am1x1+ “+amnXn = bm



Erstes Ziel fur Heute

ajix1+ “+ainxn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

a,,,l-x1+ +a,—,‘,nxn = -br,,
(in Matrixform: Ax = b, A € Mat(m, n)).
Fragen:



Erstes Ziel fur Heute

ajix1+ “+ainxn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

a,,,l-x1+ +a,—,‘,nxn = -br,,
(in Matrixform: Ax = b, A € Mat(m, n)).
Fragen: Ist das System losbar?



Erstes Ziel fur Heute

ajix1+ “+ainxn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

a,,,l-x1+ +a,—,‘,nxn = -br,,
(in Matrixform: Ax = b, A € Mat(m, n)).
Fragen: Ist das System I&sbar? Wie gross ist der Raum der Lésungen?



Erstes Ziel fur Heute

ar;xy+ “+ainxn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

amat o tamexe = bm
(in Matrixform: Ax = b, A € Mat(m, n)).
Fragen: Ist das System I&sbar? Wie gross ist der Raum der Lésungen?
Wir bekommen Heute die Methoden, um diese Frage zu antworten, ohne
das System zu [Gsen.



Erstes Ziel fur Heute

ajix1+ +ainXn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

a,,,l-x1+ +a,—,‘,nxn = -b,,-,
(in Matrixform: Ax = b, A € Mat(m, n)).
Fragen: Ist das System I&sbar? Wie gross ist der Raum der Lésungen?

Wir bekommen Heute die Methoden, um diese Frage zu antworten, ohne
das System zu [Gsen.

Bsp. Sei m = n. Dann gilt:
det(A) #0



Erstes Ziel fur Heute

ajix1+ +ainXn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

a,,,l-x1+ +a,—,‘,nxn = -b,,-,
(in Matrixform: Ax = b, A € Mat(m, n)).
Fragen: Ist das System I&sbar? Wie gross ist der Raum der Lésungen?

Wir bekommen Heute die Methoden, um diese Frage zu antworten, ohne
das System zu [Gsen.

Bsp. Sei m = n. Dann gilt:
olg. aus Sidtze emma
det(A) # 0 Folg tze 34/35/29/L 24)



Erstes Ziel fur Heute

ajix1+ +ainXn = b
Man betrachte das lineare Gleichungssystem {

a,,,l-x1+ +a,—,‘,nxn = -b,,-,
(in Matrixform: Ax = b, A € Mat(m, n)).
Fragen: Ist das System I&sbar? Wie gross ist der Raum der Lésungen?

Wir bekommen Heute die Methoden, um diese Frage zu antworten, ohne
das System zu [Gsen.

Bsp. Sei m = n. Dann gilt:
Folg. aus Sétze 34/35/29/Lemma 24) das System Ax = b ist
det(A = . .
et(A) # 0 eindeutig |osbar.



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)

am1 amn



ai ain
Sei A=| : )E Mat(m, n,K)

am1 amn

Def. 39



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1

Def. 39 Zeilenrang

mn



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
aml -+ 3mn

Def. 39 Zei/enfang der Matrix A (Bezeichnung: rk)



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
aml -+ 3mn

Def. 39 Zei/enréng der Matrix A (Bezeichnung: rk,) ist die Dimension
der span({[ax], . [2.]})



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)

am1 amn
Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n).



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
aml -+ 3mn

Def. 39 Zei/enfang der Matrix A (Bezeichnung: rk,) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

(Bezeichnung: rks)



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
aml -+ 3mn

Def. 39 Zei/enréng der Matrix A (Bezeichnung: rk,) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

ai ain
(Bezeichnung: rks) ist die Dimension der 5pan<{ ( : ) ( :

aml



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
aml -+ 3mn

Def. 39 Zei/enréng der Matrix A (Bezeichnung: rk,) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

ai ain
(Bezeichnung: rks) ist die Dimension der 5pan<{ ( : ) ( :

aml



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

ai ain
(Bezeichnung: rks) ist die Dimension der span<{ ( : ) ( : ) })
am1 amn



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

ai ain
(Bezeichnung: rks) ist die Dimension der span<{ ( : ) ( : ) })
am1 amn



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

ai ain
(Bezeichnung: rks) ist die Dimension der span<{ ( : ) ( : ) })
am1 amn



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp:



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp:



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

Tatsachlich,



an ain

Sei A :( )E Mat(m, n,K)

am1 amn
Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1

Standard-Basisvektoren von K".



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0
1 0

Tatsachlich,die Spalten sind e | und sind die
0 0 1

Standard-Basisvektoren von K”.
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1

Standard-Basisvektoren von K”.
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die
Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1

Standard-Basisvektoren von K”.
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die
Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1

Standard-Basisvektoren von K”".

Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die
Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet.



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1

Standard-Basisvektoren von K.

Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die
Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1

Standard-Basisvektoren von K.

Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die
Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatsachlich,



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1
Standard-Basisvektoren von K".
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die

Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).
Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatsachlich, nach Satz 34 sind die Spalten von A



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1
Standard-Basisvektoren von K".
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die

Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).
Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatsachlich, nach Satz 34 sind die Spalten von A linear unabhangig,



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1
Standard-Basisvektoren von K".
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die

Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatséchlich, nach Satz 34 sind die Spalten von A linear unabhiangig, also
rks(A) = n.



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)

am1 amn
Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1
Standard-Basisvektoren von K".
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die

Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatséchlich, nach Satz 34 sind die Spalten von A linear unabhiangig, also
rks(A) = n. Nach Satz 43 ist die transponierte Matrix auch
nichtausgeartet;



ai ain
Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)

am1 amn
Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension
der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1
Standard-Basisvektoren von K".
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die

Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatséchlich, nach Satz 34 sind die Spalten von A linear unabhiangig, also
rks(A) = n. Nach Satz 43 ist die transponierte Matrix auch
nichtausgeartet; da die Spalten von A die Zeilen von A sind,



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1
Standard-Basisvektoren von K".
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die

Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatséchlich, nach Satz 34 sind die Spalten von A linear unabhiangig, also
rks(A) = n. Nach Satz 43 ist die transponierte Matrix auch
nichtausgeartet; da die Spalten von A! die Zeilen von A sind, sind die
Zeilen von A linear unabhéangig;



ai ain

Sei A :( : : )E Mat(m, n,K)
am1 amn

Def. 39 Zeilenrang der Matrix A (Bezeichnung: rk; ) ist die Dimension

der span({[a1], ..., [an]}) in Mat(1, n). Spaltenrank der Matrix A

an aln
(Bezeichnung: rk) ist die Dimension der 5P3”<{ ( : ) ( : ) }) n
am1 amn

K™ = Mat(m, 1).
Bsp: Zeilenrang und Spaltenrang der 0-Matrix sind gleich 0.
Bsp: Zeilen und Spaltenrang der (n x n) Id-Matrix sind gleich n.

1 0 0

0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind | .|, [ .|, ..., | . | und sind die

0 0 1
Standard-Basisvektoren von K".
Die Zeilen sind (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1) und sind die

Standard-Basismatrizen von Mat(1, n).

Bsp. A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann ist rks(A) = rk,(A) = n.
Tatséchlich, nach Satz 34 sind die Spalten von A linear unabhiangig, also
rks(A) = n. Nach Satz 43 ist die transponierte Matrix auch
nichtausgeartet; da die Spalten von A! die Zeilen von A sind, sind die
Zeilen von A linear unabhingig; also rk,(A) = n.



Bemerkung: rk,(A) = rks(A?),



Bemerkung: rk,(A) = rks(A?), rks(A) = rk(A").



Bemerkung: rk,(A) = rks(A?), rks(A) = rk,(AY). (Weil
Transponieren aus Zeilen Spalten macht und umgekehrt. )



Bemerkung: rk,(A) = rks(A?), rks(A) = rk,(AY). (Weil
Transponieren aus Zeilen Spalten macht und umgekehrt. )



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)
Beweis.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)
Beweis. Bildg, =



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)
Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)
Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}
= {A()\le]_ + ....)\,,e,,) |



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)
Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}
={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)
Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}
={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }
= {MAer + ...\ Ae, |




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}
={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }
= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)
Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}
={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }
= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.
Aber Ae; ist die i—te Spalte von A.




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span ( . ) y ey ( .
am1




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span ( . ) y ey ( .
am1




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

~({FE)




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

~({FE)




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

~({FE)




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A:




Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O
Folgerung B:



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O
Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar).



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rks(B1AC) = rks(A).



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rks(B1AC) = rks(A).

Beweis.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rks(B1AC) = rks(A).

!

Beweis. Wir betrachten die Basen (v;, ..., v/,) und (uf, ..., u},)

v ¥n m



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O
Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:

rks(B1AC) = rks(A).

Beweis. Wir betrachten die Basen (vj, ..., v})) und (u, ..., u},) sodass die
Transformationatrizen sind C und B.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O
Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).

(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rks(B1AC) = rks(A).
!

Beweis. Wir betrachten die Basen (vj, ..., v})) und (u, ..., u},) sodass die
Transformationatrizen sind C und B. Dann ist nach Folgerung aus Satz
37 die darstellunde Matrix von f bzgl. neuen Basen gleich B~1AC.



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rks(B1AC) = rks(A).

!

Beweis. Wir betrachten die Basen (vj, ..., v})) und (u, ..., u},) sodass die
Transformationatrizen sind C und B. Dann ist nach Folgerung aus Satz
37 die darstellunde Matrix von f bzgl. neuen Basen gleich B~*AC. Nach

Folgerung A ist rks(B~1AC) = rks(A).



Geometrische Bedeutung des Spaltenrangs

Lemma 28. rk,(A) = dim(Bildy,)

Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € K"}

={A(M1e1 + ... Ane,) | wobei \; €K }

= {\Ae + ... \nAe, | wobei \; € K}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A. Dann ist Bilds, =

ai ain
span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist rks(A).
am1 amn

Folgerung A: Spaltenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild¢) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung B: Sei A € Mat(m, n,K), seien B € GL(m,K), C € GI(n,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rks(B1AC) = rks(A).

!

Beweis. Wir betrachten die Basen (vj, ..., v})) und (u, ..., u},) sodass die
Transformationatrizen sind C und B. Dann ist nach Folgerung aus Satz
37 die darstellunde Matrix von f bzgl. neuen Basen gleich B~*AC. Nach

Folgerung A ist rks(B~1AC) = rks(A). O



Betrachte ein lineares Gleichungssystem



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem

amixi+ ... +amnxn = bm



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem

am1x1+ +amnXn = by

( In Matrix Form: Ax = b,



ajlx1+ +ainXn
Betrachte ein lineares Gleichungssystem
aml;(1+ +a,,.,,,x,,
arl ain
( In Matrix Form: Ax = b, wobei A=| - )
a,‘nl a,‘,,,-,

by

bm



ajlx1+ +ainXn
Betrachte ein lineares Gleichungssystem
aml;(1+ +a,,.,,,x,,
arl ain
( In Matrix Form: Ax = b, wobei A=| - )
a,‘nl a,‘,,,-,

Wiederholung



Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

arl

('In Matrix Form: Ax = b, wobei A =

Wiederholung Die (m x n) Matrix A

ajixy+

am1x1+



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

amixi+ ... +amnxn = bm

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

Systems.



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

amixi+ ... +amnxn = bm

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by
Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( : ; : )

aml .- aAmn bm



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by
Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

aml .- aAmn bm

erweiterte Matrix.



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

aml .- aAmn bm
erweiterte Matrix.
Bezeichnung



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

aml -+ amn bm
erweiterte Matrix.
Bezeichnung Die erweiterte Matrix



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

aml -+ amn bm
erweiterte Matrix.

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

ami e amn bm
erweiterte Matrix. '

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b.



aiixi+ ... Faipxn = b1
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )
am1l am,

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium)



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ail ... aip by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen)



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Lésung des System.



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fir



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des

ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng,



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung.



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,die
Menge der Lésungen



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,die
Menge der Lésungen ist

{X+ v, wobei X eine Losung ist



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,die
Menge der Lésungen ist

{%+ v, wobei X eine Losung ist und v € Kerny, }.



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,die
Menge der Lésungen ist

{%+ v, wobei X eine Losung ist und v € Kerny, }.



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,die
Menge der Lésungen ist

{%+ v, wobei X eine Losung ist und v € Kerny, }.



ajixi+ +ainXxn = by
Betrachte ein lineares Gleichungssystem {

am1x1+ +amnXn = by

ai ain
(In Matrix Form: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 e amn
Wiederholung Die (m x n) Matrix A heiBt die Koeffizientenmatrix des
ai ain by

Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix ( ) heiBt die

am amn bm
erweiterte Matrix. 1

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir dir Gleichung Ax = b werden wir
(A, b) bezeichnen.

Satz 47 Betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich den Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des System. Dann
fiir jede Losung x liegt der Vektor x — X in Kerng,, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,die
Menge der Lésungen ist

{%+ v, wobei X eine Losung ist und v € Kerny, }.



Hilfsaussage vor dem Beweis



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b))



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <.



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination

der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

arl aln
dhb: u1(5)+4.4+un(5).
aml amn




Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination

der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

arl aln
dhb: u1(5)+4.4+un(5).
aml amn




Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination

der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

besteht aus aller Vektoren der Form



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : )

am1



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : )

am1



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : )

am1



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : )

am1



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot

am1



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form x; ( : ) ot An ( : ) +

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

aml
a1 ain
Ml oo+ E ]+
am1 amn

amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

aml
a1 ain
Ml oo+ E ]+
am1 amn

amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1

ag alp an aln
RS T DR I SRPPIE S VN I I VR 751 R I RN L
am1 amn aml amn

amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1

ag alp an aln
RS T DR I SRPPIE S VN I I VR 751 R I RN L
am1 amn aml amn

amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+‘.l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1

ag alp an aln
RS T DR I SRPPIE S VN I I VR 751 R I RN L
am1 amn aml amn

amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+..l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn

ann a1n any ain
ar’nl ar;'m 81;11 ar;'m
ann a1n
= (>\1+)\n+1m)( : ) +-<-+()‘n+)\n+1/»"n)( : ) .
amt amn



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+..l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn

ag alp an aln
RS T DR I SRPPIE S VN I I VR 751 R I RN L
am1 amn aml amn

a1l aln
= Or+2xpam) | |+t ot Aopama) | 0 | . Dann

ami

=)



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+..l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1 amn

ag alp an aln
RS T DR I SRPPIE S VN I I VR 751 R I RN L
am1 amn aml amn

a1l aln
= Or+2xpam) | |+t ot Aopama) | 0 | . Dann

aml amn

({10} ()



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage <—. Sei b eine Linearkombination von Spalten,

a1y aip £l ain
d.h. b= ul(;)+..l+un(:). Dann span ()()b
aml amn am1 amn

all ain
besteht aus aller Vektoren der Form i, ( : ) ot An ( : ) +am1 b=

am1

ag alp an aln
RS T DR I SRPPIE S VN I I VR 751 R I RN L
am1 amn aml amn

a1l aln
= Or+2xpam) | |+t ot Aopama) | 0 | . Dann

aml amn

() (-0 )

rk(A) = rk((A, b)).

amn



Hilfsaussage



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfaussage —-



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

=700



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
am1 amn



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
am1 amn

eine Basis B’ von



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : )
aml amn



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).
Es geniigt zu zeigen:



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).
Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).
Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis.



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen.



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U { b}



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig,



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist u =0,



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist 1 =0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b € B’
darstellen),



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist 1 =0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b € B’
darstellen), und dann sind \; = 0,



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist 1 =0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b € B’
darstellen), und dann sind \; = 0, weil b; linearunabhingig sind.

Dann ist die Dimension von



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist 1 =0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b € B’
darstellen), und dann sind \; = 0, weil b; linearunabhingig sind.

a1l ain
Dann ist die Dimension von span ({ ( : ) ( ; ),b}>



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist 1 =0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b € B’
darstellen), und dann sind \; = 0, weil b; linearunabhingig sind.

a1l ain
Dann ist die Dimension von span ({ ( : ) ( : ),b}) mindestens
am1 amn

rk(A) + 1.



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist 1 =0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b € B’
darstellen), und dann sind \; = 0, weil b; linearunabhingig sind.

a1l ain
Dann ist die Dimension von span ({ ( : ) ( : ),b}) mindestens
am1 amn

rk(A) + 1. Widerspruch. O



Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfaussage —-

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail ain
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 26 kann man aus Spalten von A
" " ail ain
eine Basis B’ von span ( : ) ( : ) auswahlen, nach Def. 39
aml amn

ist die Anzahl von Elementen in der Basis gleich rk(A).

Es geniigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselementen aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen, b ist keine Linearkombination der
Basiselementen. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + o+ Apk(aybrk(ay + b =10

ist 1 =0, (sonst kann man b als eine Linearkombination von b € B’
darstellen), und dann sind \; = 0, weil b; linearunabhingig sind.

a1l ain
Dann ist die Dimension von span ({ ( : ) ( : ),b}) mindestens
am1 amn

rk(A) + 1. Widerspruch. O



Beweis des Satzes 47:



Beweis des Satzes 47: (a):



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist |6sbar



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <~



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

(an aln) (xlj
am1 amn Xn



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

(an aln) (xlj (bl)
am1 eee amn Xn bn



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

a ... ain x1 ay aln by
: : = PG S CXe = |
am1 amn Xn amil amn bn



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

a ... ain x1 ay aln by
: : = N DL I S xn = |
am1 amn Xn amil amn bn

<= b ist eine Linearkombination von Spalten



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).
Beweis von (b):



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).
Beweis von (b): Seien X, x Lésungen von Ax = B.



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).
Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist
Alx — %) = =



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).
Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist
Ax—X)=Ax—Ax=b—b=



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).
Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist
Ax—X)=Ax—Ax=b—-b=0,



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).
Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist
Alx—X)=Ax—Ax=b—b=0, also x—Xx € Kerng,.



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).
Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist
Alx—X)=Ax—Ax=b—b=0, also x—X € Kerng,. Ferner gilt:



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,,



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) =



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) = AX+ Av



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v)=AX+Av=b+0



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v)=AX+Av=b+0=b,



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

a ... ain x1 ay aln by
: : = PG S CXe = |
am1 amn Xn amil amn bn

ist eine Lj - Hilfsaussag
<= b ist eine Linearkombination von Spalten — &= &

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) =A%+ Av=b+0=b, alsoist X+ v auch
eine Losung.



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

a ... ain x1 ay aln by
: : = PG S CXe = |
am1 amn Xn amil amn bn

ist eine Lj - Hilfsaussag
<= b ist eine Linearkombination von Spalten — &= &

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) =A%+ Av=b+0=b, alsoist X+ v auch
eine Losung. |



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) =A%+ Av=b+0=b, alsoist X+ v auch
eine Losung. |

Satz 47 (a):



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) =A%+ Av=b+0=b, alsoist X+ v auch
eine Losung. O

Satz 47 (a): Um zu priifen, ob das lineare Gleichungssystem
Ax = b lésbar ist,



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

all aip X1 ail ain by
: : = N DL I Cxn= |
aml .- amn Xn am1 amn by
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination von Spalten =

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) =A%+ Av=b+0=b, alsoist X+ v auch
eine Losung. O

Satz 47 (a): Um zu priifen, ob das lineare Gleichungssystem
Ax = b l6sbar ist, miissen wir rk(A) und rk((A, b)) vergleichen.



Beweis des Satzes 47: (a): Ax = b ist léshar <= existiert ein
x € K" mit

a ... ain x1 ay aln by
: : = PG S CXe = |
am1 amn Xn amil amn bn

1 H H . . Hilfs cqa o
<= b ist eine Linearkombination von Spalten — &= &

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

A(x —%) = Ax—Ax =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerng,, soist A(x+v) =A%+ Av=b+0=b, alsoist X+ v auch
eine Losung. O

Satz 47 (a): Um zu priifen, ob das lineare Gleichungssystem
Ax = b l6sbar ist, miissen wir rk(A) und rk((A, b)) vergleichen.
Sind sie gleich, so ist das System l6sbar, sonst nicht.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m).



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v).



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall:



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

idientifizieren:



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

idientifizieren: f, . an)(i)

Xn



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1

idientifizieren: fi,, . an)(;) = (ay ... a,,)(;

Xn

) = a1X1 + ... + anXnp.

Xn



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1

idientifizieren: fi,, . an)(;) = (ay ... a,,)(;

Xn

) = a1X1 + ... + anXnp.
Xn

Bsp.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1

idientifizieren: fi,, . an)(;) = (ay ... a,,)(;

) = a1X1 + ... + anXnp.
Bsp. Triviale Linearform (n) :V—=K, 0(v)=0.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1 X1
idientifizieren: f, . an)(;) = (a1 ... an)(;) = a1x1 + ... + anxs.
Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) —0. (Falls V =K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1 X1
idientifizieren: f, . an)(;) = (a1 ... an)(;) = a1x1 + ... + anxs.

Xn

Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) = 0. (Falls V = K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

Bsp.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1 X1
idientifizieren: f, . an)(;) = (a1 ... an)(;) = a1x1 + ... + anxs.

Xn

Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) = 0. (Falls V = K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

Bsp. ¢ : K" — K,



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1 X1
idientifizieren: f, . an)(;) = (a1 ... an)(;) = a1x1 + ... + anxs.

Xn

Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) = 0. (Falls V = K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

Bsp. ¢ : K" — K, ¢>()

Xn



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1 X1
idientifizieren: f, . an)(;) = (a1 ... an)(;) = a1x1 + ... + anxs.

Xn

Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) = 0. (Falls V = K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

Bsp. ¢ : K" — K, ¢>(] =x

Xn



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1 X1
idientifizieren: f, . an)(;) = (a1 ... an)(;) = a1x1 + ... + anxs.
Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) —0. (Falls V =K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

Bsp. ¢ : K" — K, ¢>( :) = x; ist ein Linearform

Xn



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1 X1
idientifizieren: f, . an)(;) = (a1 ... an)(;) = a1x1 + ... + anxs.
Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) —0. (Falls V =K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)
Bsp. ¢ : K" — K, ¢>() = x1 ist ein Linearform mit Matrix (1 0 ... 0).

Xn



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1

x1
idientifizieren: fi,, . an)(;) = (ay ... a,,)(;
Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) —0. (Falls V =K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

) = a1X1 + ... + anXnp.

Bsp. ¢ : K" — K, ¢>() = x1 ist ein Linearform mit Matrix (1 0 ... 0).

Bsp.



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1

x1
idientifizieren: fi,, . an)(;) = (ay ... a,,)(;
Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) —0. (Falls V =K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

) = a1X1 + ... + anXnp.

Bsp. ¢ : K" — K, ¢>() = x1 ist ein Linearform mit Matrix (1 0 ... 0).

Bsp. ¢: K[x] — K,

Raum der Polynome



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1

x1
idientifizieren: fi,, . an)(;) = (ay ... a,,)(;
Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) —0. (Falls V =K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

) = a1X1 + ... + anXnp.

Bsp. ¢ : K" — K, ¢>() = x1 ist ein Linearform mit Matrix (1 0 ... 0).

Bsp. ¢: 5[,).(1 — K, ¢(P) = P(1)

Raum der Polynome



Geometrische Bedeutung des Zeilenrangs: Dualraum

Wiederholung — Vorl. 13 Seien V, U K—Vektorraume (der Dimension n
und m). Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U
auch ein Vektorraum (der Dimension n - m):

Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v). Multiplikation: (A e f)(v) = A e (f(v)).
Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.
Def. 39 Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!. Die
Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.
Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)— Matrizen

X1

x1
idientifizieren: fi,, . an)(;) = (ay ... a,,)(;
Bsp. Triviale Linearform 0:V— K, 0(v) —0. (Falls V =K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

) = a1X1 + ... + anXnp.

Bsp. ¢ : K" — K, ¢>() = x1 ist ein Linearform mit Matrix (1 0 ... 0).

Bsp. ¢: K[x] — K, ¢(P) = P(1) ist eine Linearform.
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Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(v)



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v)



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (Y1 +P2)(v) =



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (Y1 + ) (v) = (Y1 + ¥2)(F(v)) =



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + 2)(v) = (Y1 + ) (F(V)) = ¢a(F(v)) + ¢2(f(v)) =



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> £+ 02)(v) = (1 + ) (F(V)) = da(F(v)) + vl F(v)) =
F(n)(v) + £ (d2)(v)
> FO0)(v) =



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + 2)(v) = (Y1 + ) (F(v)) = ¥1(f(v)) +a(f(v)) =
(1) (v) + £ (1b2)(v)
> £ (A)(v) = (A)(F(v)) =



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + ¢2)(v) = (Y1 + 2)(F(v)) = ¢a(f(v)) + ¥a(f(v)) =
£ (1) (v) + £ (12)(v)
> F(A)(v) = (M) (F(v)) = Ap(F(v)).
Satz 48



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + 2)(v) = (Y1 + ) (F(v)) = ¥1(f(v)) +a(f(v)) =
(1) (v) + £ (1b2)(v)
> £ (A)(v) = (M)(F(v)) = Ap(F(v)).

Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + 2)(v) = (Y1 + ) (F(v)) = ¥1(f(v)) +a(f(v)) =
(1) (v) + £ (1b2)(v)
> £ (A)(v) = (M)(F(v)) = Ap(F(v)).

Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien
V, U K-Vektorraume mit Basen (v, ..., Vi),



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + 2)(v) = (Y1 + ) (F(v)) = ¥1(f(v)) +a(f(v)) =
(1) (v) + £ (1b2)(v)
> £ (A)(v) = (M)(F(v)) = Ap(F(v)).

Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien
V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 +¥2)(v) = (Y1 + ¥2)(F(v)) = a(F(v)) + a(f(v)) =
£ (1) (v) + £ (2)(v)
> P (Ap)(v) = (M) (F(v)) = Ao (F(v)).
Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien

V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),
Vv U*



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 +¥2)(v) = (Y1 + ¥2)(F(v)) = a(F(v)) + a(f(v)) =
£ (1) (v) + £ (2)(v)
> P (Ap)(v) = (M) (F(v)) = Ao (F(v)).
Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien

V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),
V*, U* seien die Dualrdume,



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 +¥2)(v) = (Y1 + ¥2)(F(v)) = a(F(v)) + a(f(v)) =
£ (1) (v) + £ (2)(v)
> P (Ap)(v) = (M) (F(v)) = Ao (F(v)).
Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien

V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),
V* U* seien die Dualrdume, f : U — V sei eine lineare Abbildung.



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + P2)(v) = (Y1 + ) (F(v)) = ha(F(v)) + a(f(v)) =
£ (1) (v) + £ (2)(v)
> F(A)(v) = (M)(F(v)) = Au(f(v)).
Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien
V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),

V* U* seien die Dualrdume, f : U — V sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt:



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 +¥2)(v) = (Y1 + ¥2)(F(v)) = a(F(v)) + a(f(v)) =
(1) (v) + F(¥2)(v)
> P (Ap)(v) = (M) (F(v)) = Ao (F(v)).
Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien
V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),
V* U* seien die Dualrdume, f : U — V sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt: Ist A die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + 2)(v) = (Y1 + ) (F(v)) = ¥1(f(v)) +a(f(v)) =
(1) (v) + £ (1b2)(v)

> FH(M)(v) = (M)(F(v)) = Ap(F(v)).

Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien
V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),

V* U* seien die Dualrdume, f : U — V sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt: Ist A die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.
Basen (vi, ..., Vim), (U1, ..., Us), so ist At die darstellende Matrix der
Dualabbildung * bzgl. Dualbasen (vy, ..., vj), (u7, ..., u}).

oy Vm



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes ¢ € U* setze f*(¢)(v) = ¢ (f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (1 + 2)(v) = (Y1 + ) (F(v)) = ¥1(f(v)) +a(f(v)) =
(1) (v) + £ (1b2)(v)

> FH(M)(v) = (M)(F(v)) = Ap(F(v)).

Satz 48 — Geometrische Bedeutung der Transponieren Seien
V, U K-Vektorraume mit Basen (v1, ..., vm), (U1, ..., upn),

V* U* seien die Dualrdume, f : U — V sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt: Ist A die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.
Basen (vi, ..., Vim), (U1, ..., Us), so ist At die darstellende Matrix der
Dualabbildung * bzgl. Dualbasen (vy, ..., vj), (u7, ..., u}).

oy Vm
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t s *
Satz 48 (Mat((xi::::::;’n"))(f)) - Mat((‘l/'ll”::::;'%))(f*)

Beweis. Sei A = (a;j) die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).



t * *
Satz 48 (Mat((:i’:::’z;"))(f)) - Maf((vu} ’jj."v”:))(f*)
Beweis. Sei A = (a;j) die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
f(vj),



t * *
Satz 48 (Mat((:i’:::’z;"))(f)) - Maf((vu} ’jj."v”:))(f*)
Beweis. Sei A = (a;j) die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(1), d.h.,



t * *
Satz 48 (Mat(;:'n)(F)) = Mat{(i ") (7)

(GRS ('5esvi)
Beweis. Sei A = (a;j) die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(1), d.h.,

Aus Def. 39 folgt:



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;).



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
o= vi+ ...+ v,



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist
P(vi) =



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1s...,up) (Vi s V)

Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von

f(v;), d.h.,
Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist
(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist

(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)

Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von

(), dh.,
Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist
(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\
Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten
Koordianate von f*(u})



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)

Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von

(), dh.,
Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist
(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\
Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten
Koordianate von f*(u}) gleich f*(u})(v;)



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)

Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von

f(v;), d.h.,
Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist
(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\
Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten
Koordianate von £*(u}) gleich £*(u7)(v;) " Pmbidume



Satz 48 (Mat(VI """ Vm)(f)) — Mat(ul """ u:)(f*)

(u1,.--5Un) (visav)
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist

(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten

Koordianate von £*(u}) gleich £*(u7)(v;) " Prmbidume

i



Satz 48 (Mat‘(v1 """ V’")(f)) = Mat(“i ‘L/'”))(f*)

(u1,eee ) (v,
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(1), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist

(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten

Koordianate von f*(u}) gleich f*(u})(v;) Def: Duaigpbildune u’



Satz 48 (Mat‘(v1 """ V’")(f)) = Mat(“i ‘L/'”))(f*)

(u1,eee ) (v,
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(1), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist

(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten

Koordianate von f*(u}) gleich f*(u})(v;) Def Duaapbildung -«

_ U,*( ) Linegitat /



Satz 48 (Mat‘(v1 """ V’")(f)) = Mat(“i ‘L/'”))(f*)

(u1,eee ) (v,
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(1), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist
¢ = vi+ ...+ Apv, soist

(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten

Koordianate von f*(u}) gleich f*(u})(v;) Def Duaapbildung -«

i
Linearitét Def. 39
— * ity —
= u; ( ) = =



Satz 48 (Mat()(F)) = Mat(sl 0 (7°)

Beweis. Sei A = (a;j) die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.

Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).

Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
f(v;), d.h.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist

¢ = vi+ ...+ Apv, soist

(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten

Koordianate von f*(u}) gleich f*(u})(v;) Def: Duaigpbildune u’
* Linearitét Def. 39

= ui( ) = = 4.

Also, (j,i)— Eintrag der darstellenden Matrix der Abbildung * ist

a,-j,



Satz 48 (Mat‘(v1 """ V’")(f)) = Mat(“i ‘L/'”))(f*)

(u1,eee ) (v,
Beweis. Sei A = (aj;j) die darstellende Matrlx der Abbildung f bzgl.
Basen (v, ..., Vi), (U1, ..., Up).
Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordianatenvektor von
(1), dh.,

Aus Def. 39 folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist ¢(v;). In der Tat, ist

¢ = vi+ ...+ Apv, soist

(]5(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mv,’;(v,-) =\

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten

Koordianate von f*(u}) gleich f*(u})(v;) Def: Duaigpbildune u’
* Linearitét Def. 39

= ui( ) = = 4.

Also, (j,i)— Eintrag der darstellenden Matrix der Abbildung * ist

a,-j, O



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
rk,(A) = dim(Bildy,-).
Beweis:



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
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Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
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Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):

rkz(A) = dim(Bildg,~).

Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).

Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte
Matrizen): (AB)' = B*A".

Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W vy
(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist

(facfe)*(d)(w) = ¢(faofe(w)) =



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):

rkz(A) = dim(Bildg,~).

Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).

Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte

Matrizen): (AB)' = B*A".

Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W vy

(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(facfs)*(9)(w) = o(facfa(w)) = = ¢(ABw)



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):

rkz(A) = dim(Bildg,~).

Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).

Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte

Matrizen): (AB)' = B*A".

Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W vy

(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(facfs)*(9)(w) = o(facfa(w)) = = ¢(ABw)

I



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):

rkz(A) = dim(Bildg,~).

Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).

Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte

Matrizen): (AB)' = B*A".

Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W vy

(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(facfs)*(9)(w) = o(facfa(w)) = = ¢(ABw)

I
fg o fa(d)(w) =



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
rkz(A) = dim(Bildg,~).
Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte
Matrizen): (AB)' = B*A".
Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W vy
(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(fa o f8)*(¢)(w) ¢(faofg(w)) = = ¢(ABw)

I
fg o fa(¢)(w) fe(fa(@)(w)) =



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):

rk,(A) = dim(Bildy,-).

Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte

Matrizen): (AB)' = B*A".

Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen

(faofg)* =5 ofy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden

(fao fg)*(¢)(w)

fg o fa(0)(w)

¢(faofg(w)) =
fa (Fx (0)(w))

fa(0)(Bw))

w

whB vy
e W vist
¢(ABw)

|



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):

rk,(A) = dim(Bildy,-).

Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte

Matrizen): (AB)' = B*A".

Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen

(faofg)* =5 ofy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden

(facfe)*(d)(w) = ¢(faofe(w)) =
fgofa(@)(w) = fz(fa(o)(w)) =

Dann ist die Matrix von (fa o fg)*,

fa(0)(Bw))

w

w vy
€ W vist
qS(ABW)

[
d(ABw)



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
rkz(A) = dim(Bildg,~).
Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte
Matrizen): (AB)' = B*A".
Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W oy oy,
(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(frofa) ()W) = o(faofo(w) = ~ 6(ABw)
[
fg o fa(@)(w) = fz(fz(e)(w)) = £i(¢)(Bw)) = ¢(ABw)
Dann ist die Matrix von (fa4 o fg)*,also (AB)*, gleich die Matrix von
fg o fx, also



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
rkz(A) = dim(Bildg,~).
Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte
Matrizen): (AB)' = B*A".
Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W oy oy,
(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(frofa) ()W) = o(faofo(w) = — o(ABw)
[
fg o fa(@)(w) = fz(fz(e)(w)) = £i(¢)(Bw)) = ¢(ABw)
Dann ist die Matrix von (fa4 o fg)*,also (AB)*, gleich die Matrix von
fa o i, also B*A".



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
rkz(A) = dim(Bildg,~).
Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte
Matrizen): (AB)' = B*A".
Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W oy oy,
(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(frofa) ()W) = o(faofo(w) = — o(ABw)
[
fg o fa(@)(w) = fz(fz(e)(w)) = £i(¢)(Bw)) = ¢(ABw)
Dann ist die Matrix von (fa4 o fg)*,also (AB)*, gleich die Matrix von
fa o i, also B*A".



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
rkz(A) = dim(Bildg,~).
Beweis: rk,(A) = rks(A?) "2 ** dim(Bildy,- ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte
Matrizen): (AB)' = B*A".
Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W oy oy,
(fao fg)* = f3 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(frofa) ()W) = o(faofo(w) = — o(ABw)
[
fg o fa(@)(w) = fz(fz(¢)(w)) fa(¢)(Bw)) = ¢(ABw)
Dann ist die Matrix von (fa4 o fg)*,also (AB)*, gleich die Matrix von
fa o i, also B*A".

O
Bemerkung. Selbstverstandlcih, kann man Folgerung B direkt beweisen.
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Beweis. Weil dim(Bild}) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O
Folgerung D: Sei A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K).
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rk,(B71AC) = rk,(A).
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Folgerung C: Zeilenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild}) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung D: Sei A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:

rk,(B71AC) = rk,(A).

Beweis. Es geniigend zu zeigen: rk,((B1AC)?) = rks(A?).
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Folgerung C: Zeilenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bild}) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung D: Sei A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rk,(B71AC) = rk,(A).
Beweis. Es geniigend zu zeigen: rk,((B1AC)?) = rk(A?).
Nach Folgerung B ist (B"*AC)t = C' A*(B™1)*
~N ——
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Beweis. Weil dim(Bild}) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung D: Sei A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rk,(B71AC) = rk,(A).
Beweis. Es geniigend zu zeigen: rk,((B1AC)?) = rk(A?).
Nach Folgerung B ist (B~*AC)t = C' A*(B™')' = B'A'(C’.
~N ——
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Beweis. Weil dim(Bild}) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung D: Sei A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rk,(B71AC) = rk,(A).
Beweis. Es geniigend zu zeigen: rk,((B1AC)?) = rk(A?).
Nach Folgerung B ist (B~*AC)t = C' A*(B™')' = B'A'(C’.
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C/
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rk,(B71AC) = rk,(A).
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Beweis. Weil dim(Bild}) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O

Folgerung D: Sei A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rk,(B71AC) = rk,(A).
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Folgerung D: Sei A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K).
(Also, B, C sind quadratisch und invertierbar). Dann gilt:
rk,(B71AC) = rk,(A).
Beweis. Es geniigend zu zeigen: rk,((B1AC)?) = rk(A?).
Nach Folgerung B ist (B~*AC)t = C' A*(B™')' = B'A'(C’.
\Bf’/ ——
C/

rks(B’AtC) = rks(AY)
Nach Folgerung B aus Lemma 28 ist I , O
rk,(B~1AC) rk,(A)



