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Beweis 2:

(G1) A(BC) = (AB)C <= Folgerung aus Def. 30/ Satz 33.

1 .. 0

(G2) Id := ( ; ; ) ist das neutrale Element.

0 .1

(Wohl-definiert) Z.z.: Sind A, B € GL(n,K), so ist AB € GL(n,K). In der
Tat, man kann die Inverse zu finden: B~1A! = /d.

(G3) Sei A€ GL(n,K). Z.z. B s.d. BA=Id auch in GL(n,K) liegt. Es

geniigend: AB = [d.
| ABA)=A-ld=A

ABA = { (AB)A
Also, (AB)A = A. Die i — te Spalte von (AB)A ist Matrix (AB)
multipliziert mit der i—ten Spalte von A. Also, fiir jede Spalte v von
A gilt (AB)v = v. Da A invertierbar ist, sind nach Satz 34 die
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Direkte Konstruktion einer Inversen Matrix:

Sei A € Mat(n, n,K). Die Spalten von A seien Vektoren u,..., u,. Ist
(u1, ..., up) keine Basis, so ist die Matrix nicht invertierbar (Satz 34). Ist
sie eine Basis, kann man die Vektoren e; als Linearkombination der
Vektoren u; darstellen, sei also

& =2 g Nijui- (%)

(Fiir jedes j ist (*) ein lineares Gleichungssystem aus n Gleichungen auf n
unbekannten; also ingesamt miissen wir ein lineares Gleichungssystem aus
n? Gleichugen auf n? unbekannten I&sen.)

Dann ist die Matrix

A1 A2 . Aip
A21 Az . A2p

B=| . . 4 (%)
Anl A2 o Am

die inverse Matrix zu A. Tatsdchlich nach Konstruktion bildet die
Multiplikation mit der Matrix den Vektor u; nach e; ab. Dann bildet BA

jedes & 25 u; -2 e ab, also fga = Id folglich BA = Id.

Wir werden zwei bessere Algoritmen bekommen (einen Heute noch,
zweiten spater), um die Inverse Matrizen zu berechnen.



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem

(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)
aiixi+ appxot+ ... Faipxn = by
a1 X1+ apxot ... +axxn = b

amix1+  amexo+ ... +amnXn = bm



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem

(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)
aiixi+ appxot+ ... Faipxn = by
a1 X1+ apxot ... +axxn = b

am1x1+ am2x2+ +amnXn = bm

kann man in Matrixform schreiben:



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem

(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)
aiixi+ appxot+ ... Faipxn = by
a1 X1+ apxot ... +axxn = b

am1x1+ am2x2+ +amnXn = bm

kann man in Matrixform schreiben:

Ax = b,



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)

aipxit+  axet ... taipxn =br
a1 X1+ apxot ... +axxn = b
3m1l)<l+ amaxo+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1
Ax = b, wobei A= .| € Mat(m, n,K),
aml .-~ amn



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)

aipxit+  axet ... taipxn =br
a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 x|
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
ar.nl ar.nn X-n

und



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem

(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)
aipxit+  axet ... taipxn =br

a1 X1+ apxot ... +axxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 x|
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
ar.nl ar.nn X-n

by
und b—( : ) c K™

bm



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem

(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)
aipxit+  axet ... taipxn =br

a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 X1
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
ar.nl ar.nn X-n
by
und b —( : ) c K™
bm

Die Matrix A heiBt dei Koeffizientenmatrix von System.



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)

aipxit+  axet ... taipxn =br
a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 X1
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
Al e amm Xn
by
und b —( : ) c K™
bm

Die Matrix A heiBt dei Koeffizientenmatrix von System.

all ain by
Die Matrix Aerw —( : : )

am1 ... amn bm



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem

(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)
aipxit+  axet ... taipxn =br

a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 X1
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
Al e amm Xn
by
und b —( : ) c K™
bm

Die Matrix A heiBt dei Koeffizientenmatrix von System.

all ain by

Die Matrix Acny —( ) € Mat(m,n+1)

am1 ... amn bm



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)

aipxit+  axet ... taipxn =br
a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 x|
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
Al e amm Xn

by
und b—( : ) c K™
bm

Die Matrix A heiBt dei Koeffizientenmatrix von System.

all ain by

Die Matrix Acny —( ) € Mat(m, n+ 1) heiBt die

amn bm

m1 .
erweiterte Koeffizientenmatrix des Systems.



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)

aipxit+  axet ... taipxn =br
a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 X1
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
Al e amm Xn
by
und b —( : ) c K™
bm

Die Matrix A heiBt dei Koeffizientenmatrix von System.

all ain by

Die Matrix Acny —( ) € Mat(m, n+ 1) heiBt die

amn bm

'm1 .
erweiterte Koeffizientenmatrix des Systems.
Man kann die elementare Zeilenumtauschungen



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)

aipxit+  axet ... taipxn =br
a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 X1
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
Al e amm Xn
by
und b —( : ) c K™
bm

Die Matrix A heiBt dei Koeffizientenmatrix von System.

all ain by

Die Matrix Acny —( ) € Mat(m, n+ 1) heiBt die

m . a b
erweiterte Koeffizientenlmatrix gimes Sy”étems.

Man kann die elementare Zeilenumtauschungen des Systems als
elementare Zeilenumtauschungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
verstehen.



Matrizendarstellung von linearen Gleichungssystemen

Das lineare Gleichungssystem
(m Gleichungen, n Unbekannten xi, .., x,.)

aipxit+  axet ... taipxn =br
a1x+  apxet ... tapxn = b
3m1l)<l+ amXx2+ ... +ar;1an = lbm
kann man in Matrixform schreiben:
ar .- a1 X1
Ax = b, wobei A=| . |€ Mat(m,n,K), x=| : | €K"
Al e amm Xn
by
und b —( : ) c K™
bm

Die Matrix A heiBt dei Koeffizientenmatrix von System.

all ain by

Die Matrix Acny —( ) € Mat(m, n+ 1) heiBt die

m . a b
erweiterte Koeffizientenlmatrix gimes Sy”étems.

Man kann die elementare Zeilenumtauschungen des Systems als
elementare Zeilenumtauschungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
verstehen.



Folgerung aus Satze 34/35



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K".



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis:



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~!b ist eine Losung,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.
Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir:



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.
Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.
Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

—



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.
Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig losbar.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig Iosbar.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I6sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Losung ist.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x + x’ eine Lésung von Ax = b



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x + x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

Ax+x') =



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x + x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x + x') = Ax + AX/



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x + x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

Ax +x') = Ax+ A =



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

Ax+x)=Ax+AX' =b+0



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig I6sbar,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ai .. a1 X1
Da : : =
ap1 ann Xn



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ail ain X1 ai
Da ( | | )( | ) - Xl ( | ) + +
agl a,-,,7 x.n 3;1



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ai ain X1 ai ain
Da : : Dl =x : + o+ x|
o e am xa am ann



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ai ain X1 ai ain
Da : : Dl =x : + o+ x|
o e am xa am ann

die Linearkombination von Spalten der A mit Koeffizienten



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ai ain X1 ai ain
Da : : Dl =x : + o+ x|
o e am xa am ann

die Linearkombination von Spalten der A mit Koeffizienten xg, ..., x, ist,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ai ain X1 ai ain
Da : : Dl =x : + o+ x|
o e am xa am ann

die Linearkombination von Spalten der A mit Koeffizienten xg, ..., x, ist,
ist nur die triviale Linearkombination von Spalten gleich Null.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ai ain X1 ai ain
Da : : Dl =x : + o+ x|
o e am xa am ann

die Linearkombination von Spalten der A mit Koeffizienten xg, ..., x, ist,
ist nur die triviale Linearkombination von Spalten gleich Null. Dann sind
die Spalten von A linear unabhiangig,



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ail ain X1 arl ain
AT
a1 e am o an amn
die Linearkombination von Spalten der A mit Koeffizienten xg, ..., x, ist,
ist nur die triviale Linearkombination von Spalten gleich Null. Dann sind

die Spalten von A linear unabhingig, und die Matrix ist nichtausgeartet
nach Satz 34.



Folgerung aus Satze 34/35 Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax = b, wobei A € Mat(n,n,K), x € K" und b € K". A ist genau dann
nichtausgeartet, wenn das System von Gleichungen eindeutig I6sbar ist.
In dem Fall ist die Lésung x = A~1b.

Beweis: =—> Sei A nichtausgeartet. Dann ist das System I3sbar.
Tatsichlich, x := A~ 1b ist eine Losung, weil Ax = AA~1b = b.

Diese Losung ist eindeutig. Tatsachlich, sei x eine Losung. Nach der
Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung Ax = b mit A~!
bekommen wir: A~1Ax = A~ 1b, also x = A~1h.

<= Angenommen das System ist eindeutig l6sbar. Dann ist das System
Ax = 0 auch eindeutig I0sbar. Tatsachlich, es ist Iosbar, weil 0 eine
Lésung ist. Falls noch eine Lésung x’ # 0 des Systems Ax = 0 existiert,
dann ist x 4+ x’ eine Ldsung von Ax = b (weil

A(x +x') = Ax + AX' = b+ 0 = b), was den Voraussetzungen
widerspricht. Also, ist Ax = 0 eindeutig |6sbar, und die Lésung ist x = 0.

ail ain X1 arl ain
AT
a1 e am o an amn
die Linearkombination von Spalten der A mit Koeffizienten xg, ..., x, ist,
ist nur die triviale Linearkombination von Spalten gleich Null. Dann sind

die Spalten von A linear unabhingig, und die Matrix ist nichtausgeartet
nach Satz 34. O
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Dann ist E1E>...E,, die inverse Matrix zu A, also
A= (EE.. .Ey) t'=E BT ETT
Wie kann man eine nichtausgeartete Matrix mit

Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix /d iiberfiihren?
GauB-Algorithmus.
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(k)

aj; ap, a%n
k)

0

AW = E . EA =
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K K K

a(11> a§2) ain)

(k) E E A 0 22,;) azl;)
A = L£1...CKA=
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Da die Matrix A nichtausgeartet ist, ist die Matrix A
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I
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Aus Satz 2 (GauB) folgt: Jede Matrix kann man in Stufenform mit
Hilfe von endlich vielen elementaren Zeilenumformungen bringen: nach k
schritten bekommen wir

(IO ()

I
A = E L ELA = > >

o o . o
(Da die Matrix (n x n) ist, sind alle Elemente unter der Diagonale gleich
0.)

Da die Matrix A nichtausgeartet ist, ist die Matrix A) auch
nichtausgeartet(Weil GL(n,K) eine Gruppe ist, ist das Produkt
Ei...Ex - A€ GL(n,K), ist also eine nichtausgeartete Matrix.)
Dann sind die Elemente a'¥) auf der Diagonale # 0
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Hilfe von endlich vielen elementaren Zeilenumformungen bringen: nach k
schritten bekommen wir

0 ai’;) ail;)

AW = E . EA =

0 o ... oM

(Da die Matrix (n x n) ist, sind alle Elemente unter der Diagonale gleich
0.
Dg die Matrix A nichtausgeartet ist, ist die Matrix A) auch
nichtausgeartet(Weil GL(n,K) eine Gruppe ist, ist das Produkt
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Aus Satz 2 (GauB) folgt: Jede Matrix kann man in Stufenform mit
Hilfe von endlich vielen elementaren Zeilenumformungen bringen: nach k
schritten bekommen wir

(IO ()

I
A = E L ELA = > >

o o . o
(Da die Matrix (n x n) ist, sind alle Elemente unter der Diagonale gleich
0.)

Da die Matrix A nichtausgeartet ist, ist die Matrix A) auch
nichtausgeartet(Weil GL(n,K) eine Gruppe ist, ist das Produkt

Ei...Ex - A€ GL(n,K), ist also eine nichtausgeartete Matrix.)
Dann sind die Elemente agik) auf der Diagonale # 0 (sonst, falls i-tes
Element auf der Diagonale von E;...E, - A gleich 0 ist, dann ist fiir alle
j < i das Produkt Ej...Ex - Ae; eine Linearkombination von Vektoren

€1,...,6 -1,



Aus Satz 2 (GauB) folgt: Jede Matrix kann man in Stufenform mit
Hilfe von endlich vielen elementaren Zeilenumformungen bringen: nach k
schritten bekommen wir

(IO ()

I
A = E L ELA = > >

o o . o
(Da die Matrix (n x n) ist, sind alle Elemente unter der Diagonale gleich
0.)

Da die Matrix A nichtausgeartet ist, ist die Matrix A) auch
nichtausgeartet(Weil GL(n,K) eine Gruppe ist, ist das Produkt

Ei...Ex - A€ GL(n,K), ist also eine nichtausgeartete Matrix.)
Dann sind die Elemente agik) auf der Diagonale # 0 (sonst, falls i-tes
Element auf der Diagonale von E;...E, - A gleich 0 ist, dann ist fiir alle
j < i das Produkt Ej...Ex - Ae; eine Linearkombination von Vektoren

€1,...,€_1 , und deswegen ist E;...E, - A ausgeartet. )
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Dann kann man die Elemente iiber Diagonale mit Hilfe von elementaren
Zeilenumformungen gleich 0 machen:
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I
Zeile die j-te Zeile der Matrix A() und sndert nicht die
Unterdiagonalelemente der Matrix. Wir tun das zuerst fiir die letzte
Spalte, dann fiir die vorletzte u.s.w.
Wir bekommen eine Matrix so dass nur die Elemente auf der Diagonale
von 0 verschieden sind.

a<1’1') . 0

Aln) —

0 3577,)
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2 3 1
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0 0 1
-2 1 1
_ .
. 2 0 0 E12 E13 E23 Epp Eaz Es B2 =
B B Bl B EL EnA = 0 3 o0 —4 -5
7o B 0 0 1 13 —6 —6
-2 1 1
1/2£1/3 116 2p1
1 0 0 B B B L P Ero =
1/2,1/3 - —1 11 . —6 1 _ 02 3 s
E e EL ER M E P EL P EL EnA = ( g é (1) > 13§3 2 ,/2 )
2 1 1

Also, die inverse Matrix ist E; /2E1/3E1_21E1_311E2_36E332E311E12Id
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712 ) Rechts steht die inverse Matrix zu A.
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Xl
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X
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