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Beweis. Angenommen, V hat dimension n. Dann ist Kernf

endlichdimensional, weil Kernf ⊆ V .
Sei (v1, ..., vk) eine Basis von Kernf . Nach Folgerung (c)
(Basisergänzungsatz) können wir die Basis (v1, ..., vk) bis zum
einer Basis in V erganzen: es gibt vk+1, ..., vn so dass (v1, ..., vn)
eine Basis ist.
Wir zeigen: (f (vk+1), ..., f (vn)) ist eine Basis in Bildf .



Satz 31 ( Erste Dimensionsformel) Sei f : V → U eine lineare
Abbildung. Dann gilt: Ist V endlichdimensional, so gilt:
dim(V ) = dim(Bildf ) + dim(Kernf ).
Bemerkung. Nach Lemma 20 sind Kernf und Bildf

Untervektorräumen.
Beweis. Angenommen, V hat dimension n. Dann ist Kernf

endlichdimensional, weil Kernf ⊆ V .
Sei (v1, ..., vk) eine Basis von Kernf . Nach Folgerung (c)
(Basisergänzungsatz) können wir die Basis (v1, ..., vk) bis zum
einer Basis in V erganzen: es gibt vk+1, ..., vn so dass (v1, ..., vn)
eine Basis ist.
Wir zeigen: (f (vk+1), ..., f (vn)) ist eine Basis in Bildf .
f (vk+1), ..., f (vn) ist erzeugend: Aus Beweis von Satz 30 folgt,
dass man jedes u ∈ Bildf



Satz 31 ( Erste Dimensionsformel) Sei f : V → U eine lineare
Abbildung. Dann gilt: Ist V endlichdimensional, so gilt:
dim(V ) = dim(Bildf ) + dim(Kernf ).
Bemerkung. Nach Lemma 20 sind Kernf und Bildf

Untervektorräumen.
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K− Vektorräume sind, s.d. dim(V ) = n < ∞,
dim(U) = m < ∞.

◮ Wir benutzen: Hauptsatz 29 der linearen Algebra:



Wiederholung und Plan:

◮ Ziel: alle lineare f : V → U zu beschreiben, wobei V , U
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rechteckiges Schema



Hauptbeispiel: Matrizen als lineare Abbildungen

Definition 29 Seien m, n ∈ N. Eine (m × n)- Matrix (über K) ist ein
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Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3







Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

)

=



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

)

=

(
1 + 4 + 9

)

=



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

)

=



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel:



Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=

















Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=

















Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 +









Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ...









Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 +










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... +










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 +










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der j-ten Reihe der Matrix mit dem Vektor:







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn















x1

x2

...
xn








=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2










Ein (m × n) K-Matrix A definiert eine Abbildung fA : K
n → K

m:

fA















x1

x2

...
xn















:=








a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn








=








∑n

i=1 a1ixi∑n

i=1 a2ixi

...
∑n

i=1 amixi








Diese Abbildung heißt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fA(v) schreibt man gewöhnlich Av ;

Z.B.

(
1 2 3
4 5 6

)




1
2
3



 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)

=

(
1 + 4 + 9

4 + 10 + 18

)

=

(
15
32

)

.

Mnemonische Regel: Auf dem j-tem Platz des Produkts steht das
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Ähnlich, die Matrix multipliziert mit dem i-ten Basisvektor ist
gleich die i-te Spalte von der Matrix
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überführt.

Antwort:

(
1 2 5
3 4 6

)

Finde die Matrix der linearen Abbildung f (von R
2 nach R

2), die Vektoren
(

1
1

)

,

(
1
−1

)

jeweils in Vektoren

(
0
−2

)

,

(
2
4

)
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Bemerkung Die Multiplikation mit λ liefert dasselbe Ergebnis wie
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äquivalent:

(a) A hat eine inverse Matrix.

(b) Die Multiplikation mit der Matrix A ist ein Isomorphismus.

(c) Die Spalten von A sind linear unabhängig.



Quadratische Matrizen

(n × n)-Matrizen heißen quadratische. Die entsprechende lineare
Abbildungen sind laut Definition 29 Endomorphismen der K

n.
Das Produkt von (n × n)- Matrizen ist auch eine (n × n)- Matrix.
Definition 33 Eine (n × n) Matrix B heißt die inverse Matrix zur

(n × n)-Matrix A, falls BA = Id :=

0BBBB� 1 0 ... 0
0 1 ... 0

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

0 0 ... 1

1CCCCA.

Frage Hat jede (n × n) Matrix eine inverse?

Nein! Die 0-Matrix

0BBBB� 0 0 ... 0
0 0 ... 0

.

.

.

.

.

.
.
. .

.

.

.
0 0 ... 0

1CCCCA hat keine inverse Matrix.

Satz 34 Sei A eine (n × n) - Matrix. Dann sind die folgende Aussagen
äquivalent:

(a) A hat eine inverse Matrix.

(b) Die Multiplikation mit der Matrix A ist ein Isomorphismus.

(c) Die Spalten von A sind linear unabhängig.



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id .



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv (nach
Folgerung oben auch surjektiv, also bijektiv)



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv (nach
Folgerung oben auch surjektiv, also bijektiv)
Sei Av1 = Av2. Z.z.: v1 = v2.



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv (nach
Folgerung oben auch surjektiv, also bijektiv)
Sei Av1 = Av2. Z.z.: v1 = v2. Muptiplizeiren mit B:



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv (nach
Folgerung oben auch surjektiv, also bijektiv)
Sei Av1 = Av2. Z.z.: v1 = v2. Muptiplizeiren mit B:
BAv1 = BAv2.



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv (nach
Folgerung oben auch surjektiv, also bijektiv)
Sei Av1 = Av2. Z.z.: v1 = v2. Muptiplizeiren mit B:
BAv1 = BAv2. Da BA = Id und



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv (nach
Folgerung oben auch surjektiv, also bijektiv)
Sei Av1 = Av2. Z.z.: v1 = v2. Muptiplizeiren mit B:
BAv1 = BAv2. Da BA = Id und Id v = v , gilt v1 = v2.



Wied. — Folgerung aus 1. Dimensionsformel Sei f : V → V
ein Endomorphismus, dim(V ) = n < ∞. Dann gilt:

f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv.

Beweis (a) =⇒ (b).
Angennomen es gibt B mit BA = Id . Z.z.: fA injektiv (nach
Folgerung oben auch surjektiv, also bijektiv)
Sei Av1 = Av2. Z.z.: v1 = v2. Muptiplizeiren mit B:
BAv1 = BAv2. Da BA = Id und Id v = v , gilt v1 = v2. Also, fA ist
injektiv.



Beweis (b) =⇒ (c).



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus.



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A,



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist,



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist, ist KernfA = {~0}. Dann aus (∗) folgt0BB� λ1

.

.

.
λn

1CCA =

0BB� 0

.

.

.
0

1CCA



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist, ist KernfA = {~0}. Dann aus (∗) folgt0BB� λ1

.

.

.
λn

1CCA =

0BB� 0

.

.

.
0

1CCA



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist, ist KernfA = {~0}. Dann aus (∗) folgt0BB� λ1

.

.

.
λn

1CCA =

0BB� 0

.

.

.
0

1CCA
(c) =⇒ (a).



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist, ist KernfA = {~0}. Dann aus (∗) folgt0BB� λ1

.

.

.
λn

1CCA =

0BB� 0

.

.

.
0

1CCA
(c) =⇒ (a). Die Spalten von A bezeichnen wir mit u1, ..., un. Sei

{u1, ..., un} linear unabhängig. Dann ist (u1, ..., un) eine Basis (Folgerung

(a) aus dem Austauschsatz). Betrachte die lineare Abbildung f , die

u1 7→ e1, u2 7→ e2 ,..., un 7→ en



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist, ist KernfA = {~0}. Dann aus (∗) folgt0BB� λ1

.

.

.
λn

1CCA =

0BB� 0

.

.

.
0

1CCA
(c) =⇒ (a). Die Spalten von A bezeichnen wir mit u1, ..., un. Sei

{u1, ..., un} linear unabhängig. Dann ist (u1, ..., un) eine Basis (Folgerung

(a) aus dem Austauschsatz). Betrachte die lineare Abbildung f , die

u1 7→ e1, u2 7→ e2 ,..., un 7→ en (Existenz: Satz 30).



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist, ist KernfA = {~0}. Dann aus (∗) folgt0BB� λ1

.

.

.
λn

1CCA =

0BB� 0

.

.

.
0

1CCA
(c) =⇒ (a). Die Spalten von A bezeichnen wir mit u1, ..., un. Sei

{u1, ..., un} linear unabhängig. Dann ist (u1, ..., un) eine Basis (Folgerung

(a) aus dem Austauschsatz). Betrachte die lineare Abbildung f , die

u1 7→ e1, u2 7→ e2 ,..., un 7→ en (Existenz: Satz 30). Wir zeigen:

f ◦ fA = Id .



Beweis (b) =⇒ (c). Angenommen, fA ist ein Isomorphismus. Z.z.: Die
Spalten von A sind linear unabhängig.
Die Vektoren u1, ..., un seien die Spalten von A, die Matrix sei also0BBBB� u1

1 u1
2 ... u1

n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA Dann ist die Linearkombination

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun =

0BBBB� u1
1 u1

2 ... u1
n

u2
1 u2

2 ... u2
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.
un
1 un

2 ... un
n

1CCCCA0BBBB� λ1
λ2

.

.

.
λn

1CCCCA (∗)

Da fA ein Isomorphismus ist, ist KernfA = {~0}. Dann aus (∗) folgt0BB� λ1

.

.

.
λn

1CCA =

0BB� 0

.

.

.
0

1CCA
(c) =⇒ (a). Die Spalten von A bezeichnen wir mit u1, ..., un. Sei

{u1, ..., un} linear unabhängig. Dann ist (u1, ..., un) eine Basis (Folgerung

(a) aus dem Austauschsatz). Betrachte die lineare Abbildung f , die

u1 7→ e1, u2 7→ e2 ,..., un 7→ en (Existenz: Satz 30). Wir zeigen:

f ◦ fA = Id . Tatsächlich,
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(a) aus dem Austauschsatz). Betrachte die lineare Abbildung f , die

u1 7→ e1, u2 7→ e2 ,..., un 7→ en (Existenz: Satz 30). Wir zeigen:

f ◦ fA = Id . Tatsächlich, ei
fA7→ ui

f
7→ ei . Also, f ◦ fA(ei ) = ei = Id(ei ).

Aber es gibt genau eine Abbildung (Satz 30), die jedes ei auf ei abbildet.

Also, f ◦ fA = Id .
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{u1, ..., un} linear unabhängig. Dann ist (u1, ..., un) eine Basis (Folgerung

(a) aus dem Austauschsatz). Betrachte die lineare Abbildung f , die
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