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◮ Die Gesamtpunktzahl wird bald in CAJ eingetragen

◮ Die Musterlösungen sind werden bald von CAJ abrufbar.
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Hauptklausur wird ähnlich, aber komplizierter:

◮ 2 Stunden statt 3

◮ Mehr Stoff.

Fazit: es reicht nicht, nur teilnehmen. Man
muß auch studieren.



Hauptklausur wird ähnlich, aber komplizierter:

◮ 2 Stunden statt 3

◮ Mehr Stoff.

Fazit: es reicht nicht, nur teilnehmen. Man
muß auch studieren. Es ist nicht für alle
einfach.
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(a) (v1, ..., vk) ist eine Basis.



Satz 25 (v1, ..., vk) sei ein k−Tupel von verschiedenen Elementen eines
nichttrivialen K−Vektorraums (V ,+, •). Sei A := {v1, ..., vk}. Dann sind
die folgende Aussagen äquivalent.
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(b) Jedes v ∈ V läßt sich in eindeutiger Weise als eine
Linearkombination von paarweise verschiedenen Elementen aus A
darstellen.

(c) A ist linear unabhängig und für jedes v ∈ V , v 6∈ A die
Vereinigungsmenge A ∪ {v} ist linear abhängig.



Satz 25 (v1, ..., vk) sei ein k−Tupel von verschiedenen Elementen eines
nichttrivialen K−Vektorraums (V ,+, •). Sei A := {v1, ..., vk}. Dann sind
die folgende Aussagen äquivalent.
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(a) (v1, ..., vk) ist eine Basis.
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I.A.



I.A.

Angenommen V = span(A),



I.A.

Angenommen V = span(A), wobei A = {v}.



I.A.

Angenommen V = span(A), wobei A = {v}. Ist v = ~0,



I.A.

Angenommen V = span(A), wobei A = {v}. Ist v = ~0, dann ist V
ein trivialer Vektorraum, und die Aussage ist erfüllt, da ∅ ⊆ A.
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m − 1 Elemente.



I.S., Fall 2

Fall 2. A ist linear abhängig. Dann gibt es eine nichttriviale
Linearkombination der Elemente aus A, die gleich ~0 ist:

λ1v1 + λ2v2 + ... + λmvm = ~0,

wobei vi ∈ A und nicht alle λi gleich 0.
Sei λj 6= 0. Dann wie im Beweis des Satzes 25 multiplizieren wir beide
Seiten mit − 1

λj
und addieren vj : Nach Umbenennung vj 7→ v

v = −

m
∑

i = 1
i 6= j

λi

λj

vi . (∗)

Betrachte A′ ⊆ A, die aus aller Elementen von A besteht mit Ausnahme
v . (Also, A′ ist A ohne v).

Für A′ alle Induktionsvoraussetzungen erfüllt sind: A′ enthält genau
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i=2

αivi

folgt dass α = 0 und alle αi = 0.
Wir setzen (∗) in dieser Gleichung ein:

~0 = αw +

n
∑

i=2

αivi

(∗)
= α

n
∑

i=1

λivi +

n
∑

i=2

αivi = αλ1v1 +

n
∑

i=2

(αλi + αi )vi

Da {v1, ...vn} linear unabhängig ist und λ1 6= 0, müssen alle
Koeffizienten in dieser Linearkombination gleich 0 sein. Dann ist α = 0,
und deswegen auch alle αi = 0
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gültig.
Sei {w1, ...,wk} linear unabhängig.

Wir zeigen: k ≤ n. Nach I.V. ist k − 1 ≤ n. Widerspruchsbeweis.
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können wir annehmen, dass i1 = 1, i2 = 2, ..., ik−1 = k − 1, sonst
umnumerieren.



Wir zeigen: es gibt i1, i2, ..., ik so dass der Austausch von allen vij

gegen wj eine Basis liefert. Betrachten wir die Menge
{w1, ...,wk−1}. Da sie linear unabhängig ist, gibt es nach I.V.
(paarweise verschiedene) i1, i2, ..., ik−1 ∈ {1, ..., n} so dass der
Austausch von allen vij gegen wj eine Basis liefert. O.B.d.A.
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unabhängig. Tatsächlich, sei eine Linearkombination von
(paarweise verschiedenen) Elementen aus {v1, ..., vn} ∪ {w}

µw +
n

∑

i=1

λivi = ~0, (∗)

Dann ist µ = 0,



Folgerung (a) Sei {v1, ..., vn} eine linear unabhängige Teilmenge
des K−Vektorraums (V , +, •) der Dimension n. Dann ist
(v1, ..., vn) eine Basis.

Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibt w ∈ V ,
w 6∈ span({v1, ..., vn}). Dann ist {v1, ..., vn} ∪ {w} linear
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Ja! Tatsächlich, R
2 ist zweidimensional.



Anwendung

Frage Ist das Tupel A :=

((

1
1

)

,

(

1
−1

))

eine Basis in R
2?

Ja! Tatsächlich, R
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Ja! Tatsächlich, R
2 ist zweidimensional. Wegen Folgerung (a) müssen

wir nur zeigen, dass A linear unabhängig ist, i.e. nur die triviale
Linearkombination gleich ~0 ist. Die Linearkombination mit Koeffizienten
λ, µ ist

λ

(

1
1

)

+ µ

(

1
−1

)

=

(

λ + µ

λ − µ

)

Falls diese Linearkombination gleich ~0 :=

(

0
0

)

ist, muss

{

λ + µ = 0
λ − µ = 0

+

Nach Addition von Gleichungen bekommen wir



Anwendung

Frage Ist das Tupel A :=

((

1
1

)

,

(

1
−1

))

eine Basis in R
2?

Ja! Tatsächlich, R
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zu einer Basis von V ergänzen.

Beweis: Sei B = (v1, · · · , vr ) eine Basis von V . Dann gibt es nach dem

Austauschsatz Vektoren vi1 , ..., vin , die gegen w1, ...,wn ausgetauscht

werden können, so dass nach etwaigem Umnummerieren von Vektoren

B = (w1, ...,wn, vn+1, ..., vr )



Folgerung (c) (Basisergänzungssatz) Sei (V ,+, •) ein endlich
erzeugter K-Vektorraum, sei r = dim(V ), und seien {w1, · · · ,wn} linear
unabhängig. Dann existieren Vektoren wn+1, · · ·wr , so dass
B = (w1, · · · ,wn,wn+1, · · · ,wr ) eine Basis von V ist.

Folgerung (c’) (Basisergänzungssatz) Jede linear unabhängige
Teilmenge eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums (V ,+, •) läßt sich
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Nach Folgerung (b) ist dann A eine Basis.
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Oder benutzt mann Folgerung (b): Man versucht alle Elemente der
Standard-Basis als Linearkombinationen darzustellen.
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