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für Ihre Information behalten.

◮ Heute Abend werden wir in Netz (Homeseite der Veranstaltung
www.minet.uni-jena.de/∼matveev/Lehre/LA0708 und CAJ –
caj.informatik.uni-jena.de) die Liste der Übungsgruppen stellen
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Verteilung in den Übungsgruppen
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◮ Die erfolgreiche Teilnahme bringt 9 Leistungspunkte (8 LP für
Physik-Studenten)

◮ und die Erlaubnis, an der Linearen Algebra und analytischen
Geometrie II teilzunehmen.



Was bedeutet: erfolgreiche Teilnahme?

◮ Sie müssen an den Übungen regelmäßig und aktiv teilnehmen
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4. Die abgegebenen Lösungen werden individuell korrigiert und
bepunktet. Sie müssen mind. 60% der Punkte sammeln.

5. Sie bekommen noch Bonuspunkte für die Bonus-Blätter (mind.
2); (wird als Wiederholungsmöglichkeit angesehen).
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Hausaufgaben. Die Studenten, die die Hausaufgaben
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Ziel des Kurses: Einführung in das Gebiet der linearen Algebra mit
Anwendungen auf die analytische Geometrie.
Wichtigste Unterschied zur

”
Schulmathematik“: Beweise:

◮ sie müssen die Beweise verstehen
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am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2:



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0.



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Bsp. k = 2,



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Bsp. k = 2, c = − 1
12�

2x1 + 4x2 = 8



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Bsp. k = 2, c = − 1
12�

2x1 + 4x2 = 8
0 · x1 − 12x2 = −8



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Bsp. k = 2, c = − 1
12�

2x1 + 4x2 = 8
0 · x1 − 12x2 = −8



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Bsp. k = 2, c = − 1
12�

2x1 + 4x2 = 8
0 · x1 − 12x2 = −8

−→



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Bsp. k = 2, c = − 1
12�

2x1 + 4x2 = 8
0 · x1 − 12x2 = −8

−→
�

2x1 + 4x2 = 8



Wir definieren die folgende elementare Operationen (Elementaren
Zeilenumformungen) auf linearen Gleichungsysteme:
Typ 1: Seien i , k aus 1, ...,m, i 6= k, c 6= 0. Dann
(S1)8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
(ak1 + c · ai1)x1 + · · ·+ (akn + c · ain)xn = bk + c · bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn

.

.

.
←− k−te Zeile +

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn

(Die c-faches der i−ten Gleichung wird zur k−ten addiert. )

Bsp:
�

2x1 + 4x2 = 8
3x1 − 6x2 = 4

Z2:=Z2−
3
2 Z1

−→
�

2x1 + 4x2 = 8
0x1 − 12x2 = −8

Typ 2: Sei k eine Zahl aus 1, ...,m und c 6= 0. Dann

(S2)

8>>>>>>>><>>>>>>>>: a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
c · ak1x1 + · · ·+ c · aknxn = c · bk

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Bsp. k = 2, c = − 1
12�

2x1 + 4x2 = 8
0 · x1 − 12x2 = −8

−→
�

2x1 + 4x2 = 8

0 · x1 + x2 = 2
3



Typ 3: Seien i , k aus 1, ...,m, i < k. Dann

(S3)

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

.

.

.

.

.

.
ak1x1 + · · ·+ aknxn = bk

.

.

.

.

.

.
ai1x1 + · · ·+ ainxn = bi

.

.

.

.

.

.
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
.
.
.

.

.

.
←− i−te Zeile

.

.

.

.

.

.
←− k−te Zeile

.

.

.

.

.

.
a



Satz 1



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S),



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis:



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S).



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S):



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen,



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt
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ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1).
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(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
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(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
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Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen.
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eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
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eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
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ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi
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Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2.
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(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S).
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(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2).
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Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2):



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
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(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von
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Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen,
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erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen, bekommen wir



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
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erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen, bekommen wir
(∗)



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
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(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
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Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen, bekommen wir
(∗) c · ak1x̄1 + ... + c · aknx̄n



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi
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Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen, bekommen wir
(∗) c · ak1x̄1 + ... + c · aknx̄n = c · bk .



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen, bekommen wir
(∗) c · ak1x̄1 + ... + c · aknx̄n = c · bk .
Wegen Distributivgesetz steht links die Zahl c · (ak1x̄1 + ... + aknx̄n).



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
ai1x̄1 + ... + ainx̄n = bi

ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen, bekommen wir
(∗) c · ak1x̄1 + ... + c · aknx̄n = c · bk .
Wegen Distributivgesetz steht links die Zahl c · (ak1x̄1 + ... + aknx̄n). Da
rechts c · bk steht,



Satz 1 Ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S), so ist (x̄1, ..., x̄n)
eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
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ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk

Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
Gleichungen von (S1) sind auch erfüllt, weil sie mit Gleichungen von
(S) zusammenfallen. Also ist (x̄1, ..., x̄n) eine Lösung des Systems (S1).
2. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von (S). Z.z.: dann ist es
auch eine Lösung von (S2). Wir betrachten die k−te Gleichung von
(S2): wenn wir (x̄1, ..., x̄n) einsetzen, bekommen wir
(∗) c · ak1x̄1 + ... + c · aknx̄n = c · bk .
Wegen Distributivgesetz steht links die Zahl c · (ak1x̄1 + ... + aknx̄n). Da
rechts c · bk steht, und da ak1x̄1 + ... + aknx̄n = bk
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eine Lösung des Systems (S1), (S2) und (S3).
(Direkter) Beweis: 1. Angenommen, (x̄1, ..., x̄n) ist eine Lösung von

(S). Z.Z.: dann ist (x̄1, ..., x̄n) auch eine Lösung von (S1).
Wir betrachten die i−te und die k − te Gleichungen von (S): wenn wir
(x̄1, ..., x̄n) einsetsen, bekommen wir die Gleichungen, die erfüllt sind.
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Dann ist auch (ak1x̄1 + ... + aknx̄n) + c ·(ai1x̄1 + ... + ainx̄n) = bk + c ·bi

erfüllt und dies ist die k−te Gleichung von (S1). Die anderen
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zusammensetzen läßt:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: .

.

.

.

.

.
ai1x1 + · · · + ainxn = bi

.

.

.

.

.

.
ak1x1 + · · · + aknxn = bk

.

.

.

.

.

.

Zk :=Zk+Zi

−→

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: .
.
.

.

.

.
ai1x1 + · · · + ainxn = bi

.

.

.

.

.

.
(ak1 + ai1)x1 + · · · + (akn + ain)xn = bk + bi

.

.

.

.

.

.

Zi :=Zi−Zk

−→

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: .
.
.

.

.

.
−ak1x1 + · · · − aknxn = −bk

.

.

.

.

.

.
(ak1 + ai1)x1 + · · · + (akn + ain)xn = bk + bi

.

.

.

.

.

.



Warum ist jede Lösung von (S) auch eine Lösung von (S3)

Weil eine Operation vom Typ 3 sich aus Operationen der Typen 1 und 2
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Behauptung falsch wäre. Dazu nimmt man an, dass die Behauptung
falsch ist und wendet die gleichen Methoden wie beim direkten Beweis
an. Wenn daraus ein Widerspruch entsteht, dann kann die Behauptung
nicht falsch sein,



Widerspruchsbeweis

Man zeigt, dass ein Widerspruch entstünde, wenn die zu beweisende
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Konstruktion größer als p1, . . . , pn und somit eine weitere Primzahl im
Widerspruch zur Annahme. Ansonsten sei q ein Primteiler von m + 1.
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Konstruktion größer als p1, . . . , pn und somit eine weitere Primzahl im
Widerspruch zur Annahme. Ansonsten sei q ein Primteiler von m + 1.
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Primzahlen p1, · · · , pn. Es sei m die kleinste Zahl, die von allen diesen
Zahlen geteilt wird. Ist dann m + 1 eine Primzahl, dann ist sie nach
Konstruktion größer als p1, . . . , pn und somit eine weitere Primzahl im
Widerspruch zur Annahme. Ansonsten sei q ein Primteiler von m + 1.
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Behauptung falsch wäre. Dazu nimmt man an, dass die Behauptung
falsch ist und wendet die gleichen Methoden wie beim direkten Beweis
an. Wenn daraus ein Widerspruch entsteht, dann kann die Behauptung
nicht falsch sein, also muss sie richtig sein

Bsp (Euklid): Es gibt unendlich viel Primzahlen:

Widerspruchsbeweis: Angenommen, es gäbe nur endlich viele
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Induktion lässt sich mit einem Domino-Effekt vergleichen. Man
stellt die Steine so auf, dass, wenn einer umfällt, auch der nächste
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läßt sich durch endlich viele elementaren Opera-
tions auf Stufenform bringen.



Satz 2 (Gauss) Jedes lin. Gleichungssystem läßt sich durch endlich viele
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elementaren Operationen auf Stufenform bringen.
Induktionsbeweis: Induktion nach m.



Satz 2 (Gauss) Jedes lin. Gleichungssystem läßt sich durch endlich viele
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elementaren Operationen auf Stufenform bringen.
Induktionsbeweis: Induktion nach m.
(IA) Für m = 1 ist die Aussage richtig: Jede lin. Gleichungssystem, das
aus m = 1 Gleichung besteht,



Satz 2 (Gauss) Jedes lin. Gleichungssystem läßt sich durch endlich viele
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endlich viele elementaren Operationen



Satz 2 (Gauss) Jedes lin. Gleichungssystem läßt sich durch endlich viele
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