
Wiederholung.

Def. 39. Der zum Vektorraum V gehörige projektive Raum P(V )
ist definiert als die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorräume
von V .

Falls V = K
n+1 ist, bezeichnet man P(V ) oft mit Pn(K) (s.d.

P(Kn+1) = Pn(K)), oder sogar mit PK
n.

Bemerkung. Man hat eine kanonische Abbildung
V \ {~0} → P(V ), v 7→ Gv := {λv |λ ∈ K} := Kv .

Def. 40 Sei V = K
n+1. Dann sind die homogenen Koordinaten

von v = (x0, x1, ..., xn) ∈ V \ {~0} definiert durch

(x0 : x1 : ... : xn) := Gv := {λv |λ ∈ K} .

Die homogenen Koordinaten sind also nur bis auf einen
gemeinsamen Faktor λ 6= 0 aus K festgelegt.



Eine Funktion f : K
n+1 → K heißt homogen mit Grad k ∈ Z, falls

f (λx0, ..., λxn) = λk f (x0, ..., xn) für alle (x0, ..., xn) ∈ K
n+1 und

λ ∈ K

Bsp. Eine lineare Funktion f ∈ (Kn+1)∗ ist 1-homogen.
f 2 ist 2−homogen.
Bemerkung. Sei f eine homogene funktion. Liegt (x0, ..., xn) in der
Lösungsmenge der Gleichung f (x) = 0, so liegen alle Punkte der
Gerade K(x0, ..., xn) in der Lösungsmenge der Gleichung f (x) = 0.
Also, die Gleichung f (x) = 0 kann man als Gleichung auf P(Kn+1)
verstehen.



Beispiele zur Homogenisierung

Sei (a, b, c) ∈ K
3 und (b, c) 6= (0, 0). Man betrachte in der affinen Ebene

K
2 die Gerade mit der Gleichung bx + cy + a = 0.

Die Gleichung ist inhomogen, wenn a 6= 0.
Setze x = x1

x0
und y = x2

x0
mit x0 6= 0. Dann folgt b x1

x0
+ c x2

x0
+ a = 0 und

also durch Multiplikation mit x0

ax0 + bx1 + cx2 = 0 (∗).
Nach Def. 40 ist (x0 : x1 : x2) = ( 1

x0
x0 : 1

x0
x1 : 1

x0
x2) = (1 : x : y).

Es ist also (y0 : y1 : y2) ∈ P(K3) genau dann eine Lösung von (∗), wenn

(y0 : y1 : y2) = (1 : x : y) mit einer Lösung (x , y) von (∗) gilt oder wenn

(y0 : y1 : y2) = (0 : c : −b) ist.



Beispiel.

Betrachte in R
2 die parallelen Geraden

x + y − 2 = 0, x + y = 0, x + y + 3 = 0.



Projektive Geraden in P
2(K)

Eine projektive Gerade G ∈ P2(K) ist die Nullstellenmenge in P2(K)
einer Gleichung

ax0 + bx1 + cx2 = 0 mit (a, b, c) 6= (0, 0, 0).

Es ist also

G = {(x0 : x1 : x2) ∈ P2(K) | ax0 + bx1 + cx2 = 0}.

Ist b = c = 0, so ist G die unendlich ferne Gerade
P1 := {(x0 : x1 : x2) ∈ P2(K) | x0 = 0}.

Die übrigen Geraden in P2(K) erhält man, wie in Bsp. oben beschrieben,
durch Homogenisierung und durch Hinzufügen des unendlich fernen
Punktes (0 : c : −b) ∈ P1(K).

Ist c 6= 0, so ist U = {(x0, x1, x2) ∈ K
3 | ax0 + bx1 + cx2 = 0} ein

Untervektorraum von K
3 mit Basis

( � 1
0
−a

"#,

 � 0
−c

b

"# )

und es ist G = P(U).



Projektive Unterräume in P(V )

Def. 41 Eine Teilmenge X ⊆ P(V ) heißt projektiver Unterraum, falls
X = P(U) mit einem Untervektorraum U von V gilt. Es ist dann
• X eine projektive Gerade in P(V ), falls dim(X ) = 1
• eine projektive Hyperebene in P(V ), falls dim(X ) = dim(P(V ))− 1
und dimV <∞.
Beispiele.

Man nennt den kleinsten projektiven Unterraum von P(V ), der
⋃

i∈I Xi

enthält, den Verbindungsraum ∨i∈IXi (das ist ein Analog von Hülle). Es
ist



Dimensionssatz

Satz 45. Sei dim(P(V )) <∞. Für projektive Unterraüme X1 = P(U1)
und X2 = P(U2) gilt

Beweis. Es ist
dim(X1 ∨ X2) = dim(U1 + U2)− 1 nach Def. 39 und Def. 41.

= dim(U1) + dim(U2)− dim(U1 ∩ U2)− 1 nach Aufgabe 3 Blatt 7

= dim(X1) + 1 + dim(X2) + 1− (dim(X1 ∩ X2) + 1)− 1 nach Def. 39 und Def. 41.

= dim(X1) + dim(X2)− dim(X1 ∩ X2)

,



Schnittpunktsatz

Satz 46. Sei dim(P(V )) <∞. Dann gelten:
(i) Ist dim(X1) + dim(X2) ≥ dim(P(V )) für zwei projektive Unterraüme
X1,X2 von P(V ), so ist X1 ∩ X2 6= ∅.
(ii) Ist X1 = G eine projektive Gerade in P(V ), X2 = H eine projektive
Hyperebene in P(V ), und gilt G 6⊆ H, dann schneiden sich G und H in
genau einem Punkt p ∈ P(V ).
(iii) Zwei projektive Geraden in P2(K) schneiden sich stets.

Beweis (i): dim(X1 ∩ X2)
Satz 45

= dim(X1) + dim(X2)− dim(X1 ∨ X2)

≥ dim(X1) + dim(X2)− dim(P(V )) ≥ 0
Def .39
=⇒ X1 ∩ X2 6= ∅.

Beweis (ii): Aus G 6⊆ H folgt dim(X1 ∨ X2) = dim(P(V )) und somit
dim(X1 ∩ X2) = 0. Es ist also X1 ∩ X2 = {p} ein Punkt.
(iii) folgt aus (ii), da die Hyperebene H eine projektive Gerade in P(K2)
ist,



Projektiver Abschluss von P(Kn)

Sei V = K
n+1. Betrachte die Abbildung

ψ : K
n → P(V ), (x1, ..., xn) 7→ (1 : x1 : ... : xn) = Kv mit v = (1, x1, ..., xn)

Es ist U = {(x0, x1, ..., xn) ∈ K
n+1 | x0 = 0} ein n−dimensionaler

Untervektorraum von K
n+1, also ist H := P(U) eine Hyperebene in

P(V ).
Behauptung Bildψ = P(V ) \ H.
Beweis. Nach Definition gilt: Bildψ ⊆ P(V ) \ H.
Sei (y0 : y1 : ... : yn) ∈ P(V ) \ H, also y0 6= 0.

=⇒ (y0 : y1 : ... : yn) =
(

1 : y1

y0
: ... : yn

y0

)

= ψ
(

y1

y0
, ..., yn

y0

)

,

Man nennt H die unendlich ferne Hyperebene, heißt kanonische
Einbettung von K

n in P(Kn+1), und P(Kn+1) wird als projektiver
Abschluss von K

n bezeichnet. Man schreibt auch P(Kn+1) = K
n ∪ A∞,

wobei A∞ = H ist. Für n = 1 schreibt man dann speziell
P(K2) = K

1 ∪∞, da H dann ein Punkt ist.



Projektivitäten

Def. 42. Seien V ,W zwei (n + 1)-dimensionale K-Vektorräume. Dann
heißt eine bijektive Abbildung ϕ : P(V ) → P(W ) eine Projektivität,
falls es eine bijektive K−lineare Abbildung

Bemerkung. Wir haben oben die folgende bezeichnung benutzt:

~ϕ(P) = Bildϕ(KP).



Kollineationen

Def. 43 Eine bijektive Abbildung ϕ : P(V ) → P(W ) heißt Kollineation,
wenn das Bild einer projektive Geraden G durch die Punkte
P,Q ∈⊆ P(V ) die projektive Gerade durch die Punkte
ϕ(P), ϕ(Q) ∈ P(W ) ist.
Satz 47. Es gilt:
(i) Zu je zwei Punkten P,Q ∈ P(V ) mit P 6= Q gibt es genau eine
projektive Gerade G , die P und Q enthält.
(ii) Ist ϕ : P(V ) → P(W ) eine Projektivität, so ist ϕ eine Kollineation.
Beweis.
(i) Es ist P = Kv1 und Q = Kv2 mit v1, v2 ∈ V \~0. Da P 6= Q ist folgt,
dass v1 und v2 linear unabhängig sind. Es ist also g = P(U) mit
U = Kv1 + Kv2 := die gesuchte projektive Gerade.
(ii) Es ist ϕ(G ) = P(~ϕ(U)). Daraus folgt die zweite Behauptung,



Weitere Beispiele zur Homogenisierung

Analog konstruiert man zu einer Hyperebene
X = {(x1, ..., xn) ∈ K

n | a1x1 + ...+ anxn + b = 0}
durch Homogenisierung ihrer definierenden Gleichung den Abschluss

X̄ = {(y0 : y1 : ... : yn) ∈ P(Kn+1)|by0 + a1y1 + ...+ anyn = 0}.

(in P(Kn+1). Man setze xi = yi

y0
für alle i = 1, ..., n.)

Analog erhält man durch Homogenisierung den projektiven Abschluss von
Quadriken, Kegelschnitten, etc.



Behauptung. Kreis, Hyperbel und Parabel sind projektiv
äquivalent, d.h. die zugehörigen projektiven Kurven gehen durch
eine Projektivität ϕ : P(R3) → P(R3) ineinander über.

Beweis. Durch (x0 : x1 : x2) 7→ (x1 : x0 : x2) geht die projektive
Quadrik mit der Gleichung (ii) in die projektive Quadrik mit der
Gleichung (i) über. Durch (x0 : x1 : x2) 7→ (x0 + x2 : x1 : x0 − x2)
erhält man aus Gleichung (iii) die Gleichung (i),



Bemerkung. Ist H = P(U) eine projektive Hyperebene in P(V ), so ist
A := P(V ) \ H ein affiner Raum mit zugehörigem Vektorraum U, und es
ist A∞ = H

Frage: Was geschieht dabei mit einer projektiven Quadrik in P(V )?
Beispiel. Sei Q = {(x0 : x1 : x2) ∈ P(R3) | −x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0}.
(1) Sei H = {(x0 : x1 : x2) ∈ P(R3)|x0 = 0} und

ψ : R
2 → P(R2) \ H, (x1, x2) 7→ (1 : x1 : x2).

Dann ist Q ∩H = ∅, und Urbildψ(Q) = {(x1, x2) ∈ R
2 | x2

1 + x2
2 − 1 = 0}

ist ein Kreis. Ersetzt man R durch C, so besteht Q ∩H aus zwei Punkten.
(2) Sei H = {(x0 : x1 : x2) ∈ P(R3)|x1 = 0}. Dann besteht Q ∩ H aus
zwei Punkten, und für
ψ : R

2 → P(R3) \ H, (x0, x2) 7→ (x0 : 1 : x2) ist
Urbildψ(Q) = {(x0, x2) ∈ R

2 | x2
0 − x2

2 − 1 = 0} eine Hyperbel.
(3) Sei H = {(x0 : x1 : x2) ∈ P(R3)|x0 + x1 = 0}. Dann ist Q ∩ H ein
Punkt, und für
ψ : R

2 → P(R3) \ H, (x1, x2) 7→ ((1− x1) : x1 : x2) ist
Urbildψ(Q) = {(x1, x2) ∈ R

2|x2
2 + 2x1 − 1 = 0} eine Parabel. (Die

Substitution x1 = −z1 + 1

2
ergibt 1

2
x2
2 − z1 = 0.) (Je nachdem, was man

als unendlich ferne Hyperebene auszeichnet, erhält man aus Q die drei
affinen Kurven: Kreis, Hyperbel, Parabel)



Explizite Beschreibung von Projektivitäten

Sei V = K
n+1 und ϕ : P(V ) → P(V ) eine Projektivität. Bezüglich der

Standardbasis wird ~ϕ : V → V durch eine Matrix

beschrieben. Es ist dann ϕ(x0 : x1 : ... : xn) = (y0 : y1 : ... : yn) mit
yi = ai0x0 + ...+ ainxn. Übergang zu inhomogenen Koordinaten ergibt

y ′

i
=

yi

y0

=
ai0x0 + ...+ ainxn

a00x0 + ...+ a0nxn

=
ai0 + ai1x

′

1 + ...+ ainx
′

n

a00 + a1x
′

1
+ ...+ a0nx ′

n

mit x ′

i
= xi

x0
und x0 6= 0. Die Abbildung

ϕ′ : K
n → K

n, (x ′

1, ..., x
′

n
) 7→ (y ′

1, ..., y
′

n
)

ist auf der affinen Hyperebene

E = {(x ′

1, ..., x
′

n
) ∈ K

n|a00 + a01x
′

1 + ...+ a0nx
′

n
= 0} nicht definiert. Die

Punkte von E werden auf die unendlich ferne Hyperebene abgebildet.



Ist speziell n = 1 und P(K1) = K ∪∞, so ist mit x ′

1 =: x und y ′

1 =: y

eine Projektivität gegeben durch

x 7→ y :=
a11x + a10

a01x + a00

(
”
Möbiustransformation“). Der Punkt x = − a00

a01
wird auf ∞ abgebildet,

falls a01 6= 0. Definiere ∞ 7→ − a00

a01
.


